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Vorwort. 


In der deutschen Literatur findet sich bis jetzt kein Lehrbuch, welches, 


‘ähnlich wie die Schrift Brioschi’s, die Resultate der zahlreichen, meist in 


deutschen, französischen und englischen Zeitschriften zerstreuten Arbeiten über 
die Determinanten übersichtlich und mit sorgfältiger Verweisung auf die Quellen 
zusammenstellte, und dadurch grösseren Kreisen zugänglich machte. Die vor- 
liegende, correkte Uebersetzung des italiänischen Werkes ist vollständig geeignet, 
diese Lücke auszufüllen; man wird es daher dem Uebersetzer danken, dass 
er seinerseits dazu beigetragen hat, das Instrument kennen zu lehren, durch 
welches jetzt die Mathematiker ganze Reihen von Begriffen und Gedanken auf 


einmal in ihre Operationen einführen. 


Berlin, im Juli 1856, 


Schellbach. 


Vorrede des Verfassers. 


ODD DADS ILI II DI II ISS II PS 


For what is the theory of determinants? It is 
an algebra upon algebra; a calculus which enables 
us to combine and foretell the results of algebraical 
operations, in the same way as algebra itself enables 
us to dispense with the performance of the special 
operations of arithmetic. 


Sylvester, Phil. Mag. 1851. 


Die Untersuchungen von Cramer und Bezout') über die Auflösung 
der lineären algebraischen Gleichungen und über die Elimination, bezeichnen 
den Ursprung der Theorie derjenigen Functionen, welche, zuerst mit dem Namen 
Resultanten belegt, nun allgemein Determinanten genannt werden. Das 
Bildungsgesetz der Determinanten rührt von diesen Mathematikern her; sie 
schlossen dasselbe aus Analogieen, indem sie die Form der Resultate betrach- 
teten, welche die Rechnungen mit zwei und drei Gleichungen mit eben so vielen 
Unbekannten lieferten. Dieses Gesetz bildet auch den Hauptgegenstand der 
Arbeiten von Laplace und Vandermonde’) über die Elimination, in welchen, 
als Corollarien dieses Gesetzes, sowohl die Eigenschaft der Determinanten bez 
wiesen wird, nach welcher sie ihr Zeichen wechseln oder verschwinden, wer 
gewisse Elemente permutirt oder einander gleichgesetzt werden, als die andere, 
nach welcher eine Determinante irgend einer Ordnung aus der Summe von 
Produkten von Determinanten niedrigerer Ordnung entstehen kann ($. 3). In 
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1) Introduction à l’analyse des lignes courbes algébriques. Appendice. — 1750. — Histoire de 
Académie Royale des Sciences. 1764. 


2) Histoire de l’Académie Royale des Sciences, 1772. Seconde Partie. 
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den Abhandlungen von Lagrange'‘) über die Rotation eines festen Körpers 
und über die dreiseitigen Pyramiden wird von Determinanten dritter Ordnung 
Gebrauch gemacht; und hier finden sich in Bezug auf diese Determinanten einige 
Eigenschaften ausgesprochen, die später auf Determinanten von beliebiger 
Ordnung ausgedehnt worden sind. Diese Eigenschaften können auf die folgenden 
zurückgeführt werden: 1) das Quadrat einer Determinante ist selbst eine Deter- 
minante; 2) die Determinante mit reciproken Elementen einer Determinante 
dritter Ordnung ist gleich dem Quadrat dieser letzten Determinante. (SS. 5, 6.) 
Gauss”) hat in seinen Untersuchungen über die lineären und ternären Formen 
die erste dieser Eigenschaften verallgemeinert, indem er für die Determmanten 
zweiter und dritter Ordnung bewies, dass das Produkt zweier Determinanten 
selbst eine Determinante ist. In seinem klassischen Werke ist das Wort Deter- 
minante zuerst in die Wissenschaft eingeführt. Die Sätze von Zagrange 
und Gauss wurden von Binet*) auf die Summe von Produkten einer beliebigen 
Anzahl Determinanten zweiter, dritter und vierter Ordnung ausgedehnt, aber 
die Verallgemeinerung dieser Sätze für Determinanten von beliebiger Ordnung 
rührt von Cauchy‘) her. Die beiden ersten Abschnitte des zweiten Theiles 
seiner wichtigen Abhandlung: „Sur le nombre des valeurs qwune fonction 
peut acquerir etc.” enthalten die allgemeine Regel für die Multiplication der 
Determinanten und die Haupteigenschaften der Determinanten mit reciproken 
Elementen, in den beiden andern Abschnitten sind die wichtigsten Sätze über 
die Unterdeterminanten und über die Determinanten aus solchen Determinanten 
bewiesen, welche von diesem Mathematiker derivirte Determinanten genannt 
worden sind. An die Abhandlung Cauchy’s schliessen sich verschiedene Ar- 
beiten an, welche Anwendungen der bis zu dieser Zeit bekannten Sätze ent- 
halten >), und erst im Jahre 1841 legte der berühmte Jacobi‘) in der Abhand- 
lung: „De formatione et proprietatibus determinantium” den Grund zu einer 
Theorie der Determinanten. Auf diese folgte die Abhandlung desselben Mathe- 





1) Nouveaux mémoires de l’Acad&mie Royale de Berlin, 1775. 

2) Recherches Arithmétiques, 1807. 

3) Journal de l'École Polytechnique. Cahier seizième. 1813, 

4) Journal de l'École Polytechnique, Cahier dix-septième. 1815. 

5) Crelle. Journal für die Mathematik, Band 12. — Liouville. Journal de Mathématiques. T. 2. ete. 


6) Crelle: Journal für die Mathematik. Band 22. 


matikers: „De determinantibus functionalibus” in welcher er, mit Hülfe der 
Differentialrechnung und einiger bekannten, die Zusammensetzung der Functionen 
betreffenden Eigenschaften, dieser Theorie einen der wichtigsten Theile hinzu- 
fügte ($. 10.). Auch die ersten Untersuchungen über die überschlagenen De- 
terminanten rühren von Jacobi’) her; sie sind von Cayley’) in zwei interes- 
santen Abhandlungen vervollständigt und erweitert worden. Die neuesten Ar- 
beiten über die Determinanten sind Anwendungen ihrer Eigenschaften auf die 
Analysis, die Geometrie, die Mechanik, die Theorie der Gleichungen, die Zah- 
lentheorie u. s. w., man verdankt sie Jacobi, Cayley, Sylvester, Cauchy, 
Hesse, Hermite, Borchardt, Salmon, Malmsteen, Joachimsthal?’) u. s. w. 

Die Mannigfaltigkeit und Wichtigkeit der Anwendungen der Theorie der 
Determinanten lassen die Studirenden den Wunsch und das Bedürfniss fühlen, 
jücher zu besitzen, in denen die Prinzipien dieses Zweiges der Analysis aus- 
einander gesetzt sind. Die Abhandlungen Jacobi’s und die schätzenswerthe 
Schrift von Spottiswoode*): „Elementary theorems relating to determinants” 
sind die einzigen Werke, an welche sich bis jetzt Diejenigen wenden können, 
welche das Studium dieser Theorie beginnen wollen. Wir halten daher die 
Veröffentlichung eines neuen Buches über diesen Gegenstand nicht für unpassend. 


1) Crelle, Journal für die Mathematik. Band 2. Ueber die Pfaff’sche Integrations- Methode, 
2) Crelle, Journal für die Mathematik. Bände 32 und 38, 


5) Jacobi. Mathematische Werke. — Cauchy. Exercices d’Analyse et de Physique Mathéma- 
tique. — Salmon. On the higher plane curves. — Crelle’s Journal. — Journal de Liouville. — Philo- 
sophical Magazine. — The Cambridge and Dublin Mathematical Journal. — Annali di Tortolini. 


6) London. George Bell. 1851. 
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Theorie der Determinanten und ihre hauptsichlichen Anwendungen. 


§. 1. Definitionen und Bezeichnungen. 


Das Symbol a,, bezeichne im Allgemeinen eine Grösse, welche ihren Werth ändert, 
wenn die Indices r,s sich ändern; und es werde dabei vorausgesetzt, dass die In- 
dices selbst die Werthe 1, 2, 3..... n annehmen können. 

Determinante heisst der Ausdruck, welcher aus dem Aggregat der 1.2. 3.....n 
Produkte entsteht, welche man erhält, wenn man die Indices in dem Produkte: 


auf alle mögliche Weise permutirt und vor diese Produkte bestimmte Vorzeichen setzt. 
Die Grössen a,, heissen die Elemente der Determinante; die Elemente a,, und 

asr nennt man conjugirt, und die Elemente Bp Ayres Gy, heissen Hauptelemente. 
Die allgemein angenommene Bezeichnung für die Determinanten, von welcher 

auch Zaplace, Cauchy, Jacobi Gebrauch gemacht haben, ist der symbolische Ausdruck 


der Definition, nämlich: 


Diese Bezeichnung hat vor den andern den Vortheil der Kürze, aber wenn 
man specielle Operationen an den Elementen der Determinante ausführen muss, oder 
wenn einige ihrer Elemente besondere Werthe annehmen, wird es angemessen sein, 
von der folgenden Bezeichnungsweise Gebrauch zu machen: 


a Zn En 
ort ye Aon 
n,1 a cara Me en 


in welcher alle Elemente ausgeschrieben sind. 

Die Elemente, welche unter einander stehen, heissen „Elemente derselben Co- 
lonne”, und diejenigen, welche neben einander stehen, heissen ,,H/emente derselben 
Reihe.” Es ist aus der Definition klar, dass wenn man irgend ein Element a,, be- 
trachtet, in jedem der Produkte, in welche das Element eingeht, sich kein anderes 
derjenigen Elemente finden kann, welche in derselben Colonne oder in derselben 
Reihe mit ihm stehen. 

Nach einer dritten Art der Bezeichnung, welche von Herrn Sylvester her- 
rührt, und einige Aehnlichkeit mit der schon von Vandermonde angenommenen Me- 


1 


® 


mae ea 


thode hat, wird die Grösse a,, durch zwei Buchstaben a,, œs ausgedrückt, welche 
einzeln genommen weder eine Grösse noch eine Rechnungsoperation darstellen, son- 
dern nur den Schatten einer Grösse. Mit Einführung dieser idealen Elemente stellt 
Sylvester die Determinante unter einer kürzern Form, als die zuletzt genannte, dar, 
indem er die beiden Reihen der Elemente in folgender Weise unter einander schreibt: 


| an | ; 
| 
und der algebraische Werth dieser Determinante wird ausgedrückt durch: 


2 Æ PAR, GE OA, 
1 2 n 


indem man beachtet, dass die Grössen r,, T, ..... r, unter einander verschieden sind 


und alle Werthe 1, 2 .....n annehmen können. 
Die ns einer Determinante folgt aus der Zahl ihrer Hauptelemente, 


dahes wird die obige Determinante von der nten Ordnung sein. 


$. 2. Bildungsgesetz der Determinanten. 


Das Bildungsgesetz der Determinanten besteht in dem Gesetze der Vorzei- 
chen, welche man den verschiedenen Produkten des Aggregates beilegen muss, aus 
denen die Determinanten selbst entstehen. Dieses Gesetz, welches das gewöhnliche 
ist, wenn es sich um Permutationen handelt, legt einem jedem dieser Produkte ein 
positives oder negatives Zeichen bei, je nachdem die Anzahl der ersten Indices, 


welche in dem Produkte: 


permutirt worden sind, um das in Rede stehende Produkt zu erhalten, gerade oder 

oder ungerade ist; indem man annimmt, dass das erste Produkt positiv sei. So wird 

‘man z, B, haben: 
Ale, 


Bo Is ) = G11 Ga 435 He Ag, a 


3,2 43 T Ap, A 9 


Aus flee Beasties des zweiten Gliedes dieser Gleichung folgt leicht: 


2 ais E aai aig 49.3 


a — 43 1 Bs 9 se 


I: 142 


3,3 


5 ais eat TAN 1 (4, 2 a3 3 — A; 2 a, a a4 (4, 5 As 3 — As 9 a, 5) taa (ai Go, G99 a, 5) 


oder auch: 





| 

|, a a RER a 

| | | 22 Ao 5 1,2 43 G19 443 
| 221 aa 9,3 Par Gs Hi 4], + as, 

| | | sa azs | 3.9 43.3 Fy Ap 3 
| 434 As 5 a, g 


a, 


eine. Relation, welche zeigt, in welcher Weise man zu dem algebraischen Werthe 
einer Determinante gelangen kann, welche auf die zweite der im §. 1 angegebenen 
Methoden geschrieben ist. Nach dem oben erklärten Gesetze der Vorzeichen ist es 
klar, dass man analog dem obigen Resultate im Allgemeinen wird haben müssen: 








| LIE RL See Gun 
4 | 454 459 aa n 
k .) | | f 
T e lab: | 
3 | | \ 
KAVARNE nn 
| RENTEN, a 
Bealls ala ENTE Ara N's La | Aa As N 
| / - * | 
G l; à lsg Go Pi Na Case ee Ean ie ya EA r Aa n 
TARN | 21 | any * 
An 2 Le We c n | | An? T3 PAR”, ann | } 2,19 Se San NE Ber | 





und wie in der Entwicklung einer Determinante von der nten Ordnung irgend ein 
Element a,, multiplicirt sein wird mit der Determinante (n — 1)ter Ordnung, welche 
man erhält, indem man die Elemente der rten Reihe und der sten Colonne der ge- 
gebenen Determinante auslässt, und diesem Produkte ein positives Vorzeichen bei- 
legt, wenn die Zahlen r und s beide gerade oder beide ungerade sind, und ein 


negatives, wenn die eine gerade und die andere ungerade ist. 





Beispiel 1. E y iy 
| | Gales 29, | ziy | 
ie | | 33 Ys | | Ta Ys EUR 
| 4 3 Y3 | 


Ti Yz — Py Yr t Ts Yı — TM Ys + Tz Yz — T3 Y2; 
der Ausdruck des doppelten Flächeninhalts eines Dreieck’s, dessen Ecken die Coor- 
dinaten iayy; 2.5 Yai x, ys haben. 


2. Nimmt man an: 


Tı = A, +a, r, = bi +b, ty = G tC 
Yı = ay Ay Yo SS b, b, Ys =x C, Cy 


so hat man: 
|1 ata, aa | : 
1 6+, b b | = (a, — by) (bi — c2) (c4 — a2) + (a, — b1) (bz — c1) (6g — a1) 


rc ci 


Ns 


und wenn alsdann a, a, by, bs, Ci, €, die Entfernungen darstellen, welche sechs auf 
einer geraden Linie liegende Punkte unter sich haben, so drückt obige Determinante, 
gleich Null gesetzt, aus, dass die sechs Punkte in Involution stehen. 








‘ 1 ; & 
2: | Tı Yı =] ; \ : Be x © x + x 
Pie V2 Yq Zə | Ti Yı 21 Ley ial 1.91 *1 
fa Ya By | | 
| E ia 2 y d en, 
I 1 | =e) Ya ES | Ei RER Capes Ye a a aes ee AAAA 
Lz Yz Fs | 
| 3 Y3 ii Ti Us 2 | T, | på Xa Ya Z Dawa 26 
| | 4 Ya Sa M Ya Sa a Ya Ša 
| Lay y, 2 
j + 4 
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EEKE AR 


Wenn Er U Sa. die Coordinaten von vier Punkten darstellen, so stellt 
die obige Determinante den Inhalt der Pyramide dar, deren Ecken in den vier 
Punkten liegen. 


> 


§. 3. Allgemeine Eigenschaften der Determinanten. 


Aus dem Bildungsgesetz einer Determinante folgt, dass der Werth und das 
Vorzeichen derselben sich nicht ändern, wenn man die Elemente der Colonnen 
in derselben Ordnung als Elemente der Reihen nimmt, und die Elemente der 
Reihen als Elemente der Colonnen. Das heisst, es wird identisch die Gleichung 
bestehen: 





& r 
GS hy Bolan 1,n Telesis ie On 
Go 4 a, 9 Az n a, 4 Qs 9 ae a9 
| a, 1 G2 ; Eh DAN. d n 


Ebenso ist es klar, dass wenn man zwei Reihen oder zwei Colonnen einer Deter- 
minante unter einander vertauscht, man die Vorzeichen der Glieder ihres algebrai- 
schen Werthes ändert, weil dadurch in jedem von ihnen eine Permutation in den 
ersten Indices zweier Elemente bewirkt wird; dagegen bleibt der absolute W erth 
der Determinante constant, wesshalb man haben wird: 


Agee Qy pii AMA aiy Ajg ay, - ene A n, 
| dog seee Ay genen Oy sees a Ea az q 1-a: Ay , Oy „ide A, n 
9,1 ....©. Br s.es.. s ..... T aai . Nn,8 „u... Gr ser ee Ann 











| Sir +. Gyr Gy Un 
Dy 1 sees Be Ay „rer zig RUE 0 
Oy yrs + Appt Bn pcre Ann 


Das heisst, wenn zwei Reihen oder zwei Colonnen einer Determinante identisch wer- 
den, so ist die Determinante Null. Die Determinante wird auch gleich Null sein, 
wenn alle Elemente derselben Reihe oder derselben Colonne Null sind. 

Wenn die Elemente einer Reihe oder einer Colonne einer Determinante einen 
gemeinsamen Factor enthalten, so wird derselbe in jedem der Produkte erscheinen, 
aus welchen ihr algebraischer Werth besteht, und in Folge dessen kann er als 
ein gemeinschaftlicher Factor vor alle diese Terme gesetzt werden; daher wird 
man haben: 





Ag Un la e: An 

AAs Bo 9 pea RR Bo Gag... Bon 
eh IS 

ES Fa Rays An RENT a a M in 


Analog wird man die Elemente einer Reihe oder einer Colonne mit einem gemein- 
samen Factor multipliciren können, wenn man diesen nur als Divisor zur Deter- 
minante setzt. ; 
Wenn die Elemente einer Reihe oder einer Colonne einer Determinante aus 
der Summe zweier oder mehrerer Grössen bestehen, so wird dieselbe der Summe 
von ebenso vielen Determinanten gleich sein, als solcher Grössen vorhanden sind, 


und man wird daher z. B. haben: 











Crt Cp aie Oy are Ei, are In 
RE a a EN eek a Aa n 
= + 
NE abate: em NIM ET eartel a San ece even eee ee ns ean eee 
Gay ri, Ma2 ; Ann | aa Ba Onn K a, 9 Bar nn 
Wir bemerken, dass wenn &,, @2...... a, den Elementen einer andern Colonne be- 


ziehlich gleich wären oder nur durch einen constanten Factor davon verschieden, 
die zweite Determinante des zweiten Gliedes Null sein würde. 


a, a SER ge: (ER ie cs Or yz 
10.22 y? 1 DOLY EY Z exOzy 
| re x? y? z? | yay2?0 ays ysOu 
1% x0 z xyz ryz U ey ,e 0 





Wenn x, y, z die Längen der Seiten eines Dreieckes darstellen, wird diese Deter- 
minante das 16fache Quadrat seines Flächeninhaltes darstellen. 
2, Es ist die Identität der beiden Determinanten klar: 


Wenn man voraussetzt, dass sy, Sı 
der Wurzeln der Gleichung 


enge 


e+ an’ Hbre 


OOTO 
VER RE 


Sg Sy So s3 





| 
Si Sq Sz S4 | 


— 


0 


Summe der nullten, ersten 


Potenz 


s.e... 


seien, so ist die obige Determinante, gleich Null gesetzt, die Bedingung dafür, dass 


diese Gleichung zwei gleiche Wurzeln habe. 


minante nach der obigen Bemerkung 


so schreiben: 


In der That kann man diese Deter- 


ie ns? b c 


O so Sı t+as Sa +as, ths, 


So Sy Hasy S+ ası +08, S3 +48, + DSi + C8 | 
Si Sy aS, S3+ aS, ÙS, 8, +483 + 5. +05, | 
und zufolge den bekannten Relationen zwischen den Coefficienten und den Summen 


der Potenzen der Wurzeln einer Gleichung. wird man haben: 





8 
Taipe 
HOE al 0 3 2ab, 
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ab? — Ab 20 21 Sloane 


welcher Ausdruck, gleich Null gesetzt, genau die obengenannte Bedingung giebt. 
Betrachtet man die Gleichung (1) oder die allgemeinere: 


pe ars as T Az s Qos Be tds a, Ons 


in welcher P die Determinante auf der linken Seite der Gleichung (1) darstellt, 
während zur Abkürzung: 











ea Ga E heed 1,n 
Goa: log (str Gout aid scart sane: Qon 
BR RE ES RE, AA S | 
2) ns = SE} G11 Ya A Pe ae E EER CRI OA. | 
Q411 41,2 Saya Os Gars Te er a es 
| eee r ese eee ee eo ere eo eH ee eee ee er Hseerereeeerse oy 
. ans Aa Bagi a, s—1 Wed ry i Gen 
gesetzt ist, so sind @,,, @,,....- offenbar unabhängig von den Elementen a, ,, a, , .....5 
darnach wird man die Gleichungen haben: 
dP dP dP 
WoT dat dal a ur 
1,8 2,8 nS 
und folglich: 
P=a aa +a ie ie 
= 4,5 } -ea — 
* da,, = da, a 
1 2,8 N,S 
(3.) 7) ) 
dP di dl 
ne a —— pe == eee 4 Fee 
No, en a "rn da 
es 2 rn 


Setzt man voraus, dass r, s ungleich nnter sich sind, so würde der Ausdruck: 


"i dP vars dP ie alas dP 
PPO ER EN A as oe C= 
to? da, , A da, , da, , 


EN Aes O; 


å 


die Determinante P darstellen, wofern in demselben für die Elemente a, a,, .... 
beziehlich die Elemente a,,@,..... substituirt werden. Diese Elemente bilden aber 
je eine Colonne der Determinante P; unser Ausdruck stellt also eine Determinante 


mit zwei identischen Colonnen dar, und ist also gleich Null. Das heisst, man hat: 





a +a ya +e +a en 0 
a 3 eg) Me — ees A =] 
sida ada, at da.. 
£ „$ 2,8 
(4.) dP dP dP 
Gp - +4, +" ta =0 
ial # 1,2 (ie 
da, , da, o "da, y 


> 
Der Ausdruck Ti enthält weder das Element a,, noch eines von den Ele- 
r,s 


menten, welche zu derselben Reihe oder Colonne mit ihm in der Determinante P 





gehören’, d. h. er enthält keins von den Elementen, welche die rte Reihe oder die 
ste Colonne dieser Determinante bilden. Hieraus folgt, dass die Gleichungen Statt 
finden werden: 





deir i d*P 
= da* da, da, s i da,, da, 
2 ” 1? 2 2 1 
2D 
Die Determinante —-— - — von der (n— 2)ten Ordnung erhält man aus der Deter- 
Ging dar a 
$ ial 


minante P, wenn man zwei Reihen und zwei Colonnen dieser letzteren auslasst; 
nämlich, die rte und r,te Reihe, die ste und s,te Colonne. Wenn aber in der De- 
terminante P die ste und s,te Colonne unter sich vertauscht werden, ändert die 


: : : TE ; d’P 
Determinante selbst das Zeichen, und die Determinante ——— wird — -~ er 
lar, s dar s, dars da, ‚s 
daher wird man im Allgemeinen haben: 
i d?P dit 
(6.) a SH, 
da, s da; s days, da; s 
d RR dl 
Die Ausdrücke — , Br als Determinanten der (n — 1)ten Ordnung be- 
a a 
peal r,2 


trachtet, ergeben die folgenden Gleichungen, welche der Gleichung (3) analog sind: 








ie. cele dep dep 
PER dk ie ie TR 
di? P ap PP 
(7.) Ba. ‚© da da ua das, | Abe da,.da,, 
RO" dP dP 
a anda (day da a N da da,, 


in welchen vorausgesetzt wird, dass r und s von einander verschieden sind. Substi- 


tuirt man diese Werthe auf der rechten Seite von (3) und beachtet man dass nach 
(5), (6) ist: Ä 





dP 0 dp f EP 
e r a 9 a — o. o 9 Ga a ee ’ 
da, da, , da, da, 4 da, da, , 
d? P d’P d? P or 
Laan Pow oda da a la da a LL u 3 
Pas RE Tike 08,8 EB ERS, 
so erhält man: 
2 2 2 
P sa d P z5 0.101 d £ en d P 
peta ka: | da da a.a da da NEN Ida :da 
152 Sia, ] Plz TAA NS Pea Be 8, r,n s, | rnis Sn 
oder auch: 
BR ar 
ru 8,U 


(BH pe} 








Bra da da, ? 
Poslo TU SW 


wo u und v alle Werthe 1, 2, 3, ... n annehmen müssen. 


Gänzlich analog hat man, wenn man die Gleichungen (7) mit a, „a 


ae sya" Sun 


J’ 
multiplicirt (während s,,7 als unter sich verschieden vorausgesetzt sind) und die 
Resultate addirt: 














' x a, a, de 
(i) O = 2 2, Spe 8, en K 
, | da, da, 
81,0 8,0 Rothe Se 
Wenn man in der Gleichung: 
(10.) dP a€ P Ph i e a Oe 
10.) — =a ,——— a — A: O ee 
da... sylda..da. Polar da. sda da, 
7,8 r,s Spot 18. 89,2 rs Sp” 
die in (6) angegebenen Permutationen der Indices ausführt, so erhält man: 
a1) dP TAO gah wi, cP 
‘ da, svt da, da i da da N sy” da da 
RN ; 1 i TE A S y 


Wir wollen auch noch die folgende Gleichung angeben, welche analog der 
Gleichung (4) und leicht zu beweisen ist: 


OB E ee oe 
` 4 — ~ e . . G 
Be, 8,2 Mey) ` 
i da,,da, ; i da, ag. 2 | 9 da,,da, n 





wobei wieder r,, s, verschieden unter einander sind. 

Die Gleichung (8) zeigt, wie die Determinante P der nten Ordnung aus ‘der 
Summe von Produkten aus Determinanten der zweiten Ordnung in Determinanten 
der (n— 2)ten Ordnung entstehen kann; in derselben Weise liesse sich zeigen, wie 
man die Determinante P erhalten kann aus der Summe von Produkten aus Determi- 
nanten der dritten, vierten, u. s. w. Ordnung in Determinanten der (n—3)ten, (n—4)ten, 
u.s. w. Ordnung; und man begreift leicht, wie man im Allgemeinen, vorausgesetzt, 
dass die Buchstaben ri, r2 ... r,, ganze Zahlen von der Art bedeuten, dass: 


1.64 4% AAR Te =N, 


KERO. ie 


ist, wahrend der Kiirze wegen gesetzt ist: 


1 ‘ a a A 3 
1,1 1,2 hr, rthr +1 nrır #2 rtir 
Gm (der Gar rar Fase | 
DIAS er 
F y — Cece 0-0 101000 0er 000 0 9 F, mA er e o aia Se mia i.e. aa O E a | 9 U. S. W. 
f 2 | 
a a Lane Berti a. a a | 
rol rp rit, oe r + Fy r +2 rin fe | 
haben wird: 
(13.) P=SÆ+PP_ ...P_; 
RT i 


wo das Zeichen £ das Aggregat aller, dem hingeschriebenen analogen, Produkte be- 
deutet; — Produkte, aus Factoren, welche man erhält, indem man die Determinanten 
aus allen Gruppen von r, Colonnen in den r, ersten Reihen, ferner aus allen Gruppen 
von r, Colonnen in den ra nächsten Reihen u. s.f. bildet; so aber, dass weder eine 
Colonne, noch eine Reihe zweimal in demselben Produkt vorkommt. Die Anzahl 


dieser Produkte ist offenbar 
Dosen 


TAPAS ee hee Ne 
Aus den Formeln (3) (4) erhält man leicht die folgende Gruppe von Glei- 


chungen: 


m 








A dP a dP 0 
a ++ a = 
11da, 21 da, + er, | > 
8, Si 8) 
dP dP 0 
"uda, | 2,2 d m: EIN Mer m; n2da Pen 9 
8 2,3, 1,8, 
a dP dP I dP p 
2 es a = 
Ls 2,8 2 3 7 
ıda s, 1 aa s "da, 
dP dP a ae di 
EN ee R . a = 
dd, da on da, . í 


Wenn man diese Gleichungen der Reihe nach multiplicirt mit: 


ar aP d? P 
da, da, day idee MT OTE) << da. da: 
” p ? 1 


1 at: 





und die Resultate addirt, und Rücksicht nimmt auf die Gleichungen (7) (11) (12), 
so gelangt man zu 


14) Ee ‚dB ER cdl. dP 
4. da,,da,, da, das, W da, da 


a p ”ı rie 











J 


eine Gleichung, welche zu einer Klasse von Formeln gehört, von welcher im §. 6. 
gehandelt werden wird. 


ae 


2 


EN atte 


Anwendung. 


Wenn sechs Punkte in einer Ebene gegeben sind, den geometrischen Ort 
eines siebenten Pfinktes zu bestimmen, welcher die Eigenschaft hat, dass, wenn von 
ihm die sechs Geraden nach den gegebenen Punkten gezogen werden, das daraus 
entstehende Strahlenbüschel in Involution sei. 

Seien w, y die Coordinaten des letztgenannten Punktes; £1, Yı .-- Vez Ye 
diejenigen der andern Punkte. Denkt man sich die sechs Geraden durchschnitten 
von einer Geraden, welche wir als Axe der x annehmen, und bezeichnet man mit 
dı, Ay... Ag die Entfernungen der Durchschnittspunkte vom Anfangspunkt, so wird 
die Involution des Büschels dargestellt werden durch die Gleichung: Ä 


(15.) (a, — a,) (a3 — ag) (as — a) + (Gz — ds) (a, — ay) (œ — a) = 0, 
Nun aber hat man leicht: 


g Lo KARETE h Hogei UT eo yp 
Y1 — y Yz =y 
daher: 
N A a CAE A A EI) 
ga On — YY =y) 


ein Ausdruck, der sich durch die Formel (14) reducirt auf: 








, La iy 
A, - A, = sagas A 1 Ta Ya 
a I) Wa AT sh 
1 


Substituirt man diese Werthe in die Gleichung (15), so hat man die fol- 
gende Gleichung des verlangten geometrischen Ortes: 





ay er. ay ley I, Key) dr 
la y Die ys Fra ER ae? Ta, l ziy, = 9. 
IR ern a 1,20 ae N 1 Ze Ye 


Diese Gleichung stellt offenbar eine Linie dritter Ordnung dar, und da diese 
Gleichung befriedigt wird, wenn man z = 21,22 --- Y = Yi» Yz - - - Setzt, so muss 
die Linie durch die sechs gegebenen Punkte gehen. 


Ss. 4. Von der Auflösung der lineären algebraischen 
Gleichungen. 


Die im $. 3 gefundenen Formeln sind von grossem Nutzen bei der Lösung 
der lineären algebraischen Gleichungen. Betrachtet man das System der Gleichungen: 


| aii 2, + B19 La + seson -+ a R T — a, 


Ay, Ly E lg Ly... 70,2, = My 


(16.) 


Pe ur Te TE TEE rd Teer er er 


wae (0 ee 


so wird man den Werth irgend einer der Unbekannten z,, 23 .... z,, Z. B. den von 


x, erhalten, indem man diese Gleichungen der Reihe nach mit SEN ; = SR pi 
2,8 ans 


da, , 
multiplicirt und die so entstandenen Gleichungen addirt. In der That, in dieser 
ganzen Summe werden die Coefficienten der Unbekannten, ausser dem von x, gleich 





Null sein, da diese Coefficienten Ausdrücke sind, welche mit dem ersten Gliede der 
linken Seite der Gleichung (4) analog’ sind; und der Coefficient von z, wird, nach 


der linken Seite’ der Gleichung (3) gleich P sein; daher wird man haben: 


Pr, = u, O15 a U, 05; +... U, Cos 


wo @., die Determinante (2) bezeichnet. In dieser Weise erhält man die Gruppe 


von Gleichungen: 


Pr = hy Oy t Ug Gg Ho + U,, 4 

17 Ir = Ur O19 + U, Zo o + seis = As U, Ca 
CA SS er Pi KO 

Pe, = u Hu de HU ln 


welche die verlangten Werthe der Unbekannten geben. Es ist darauf aufmerksam 
zu machen, dass die Determinante P der gemeinsame Nenner für alle diese Werthe 
ist, eine Eigenschaft, welche zuerst von Cramer bemerkt wurde, und von der man 
sagen kann, dass sig der Ausgangspunkt für die Untersuchungen der Geometer in 
diesem Theile der Analysis gewesen sei. 

Betrachtet man analog das System der Gleichungen: 


Qi Zi Fla aan. TEM 
ais % F aia MH ..... un 0% 
(18.) 
YY ao u 
Ain Z+ Qan Ža F... x Ann Pa Aaa 


(ein System, welches von einigen Schriftstellern das aus (16) derivirte System genannt 
wird), so wird man haben: ` 


~ 
R 
& 
| 
Ss 
Q 
z 
4. 
Rg 
bo 
s 
+ 
S 
R 


De rn TE Er Terre 


Es ist wichtig zu beachten, dass die Unbekannten der beiden Systeme (16) 
(18) verbunden sind durch eine Gleichung, welche man erhält, wenn man diese letz- 


ten Gleichungen nach der Reihe mit u,, uz ...w, multiplicirt und die Resultate mit 


Berücksichtigung von (17) addirt; oder wenn man die Gleichungen (17) nach der 
Reihe mit vı, vs ... v, multiplicirt und die Resultate unter Berücksichtigung der 


letzten Gleichungen addirt. Auf die eine oder andere Weise gelangt man zu: 


ME 


—_ 12 — 


(19) BA + heb eee US, = OT, + ge, +... +0, 2, 
Die Gleichungeu (17) bestehen für jeden Werth von u,, u, ... u; sind daher 
diese Grössen alle gleich Null, während z,, x, ... x, nicht Null sein können, so wird 
P=0 
sein müssen; wonach diese Gleichung das Resultat der Elimination der Unbekannten 
Ti, 22 ... ©, aus der Gruppe der Gleichungen: 


ER ar A tae rer 0 
(20 ) Qs | CT, Hag To + - ie Oo n TT 0 
i BEER Ea ENT N EEE E A A E Y 
a, 4 Pi = Ane T2 fay, ne A nen = 0 
ist; ebenso wie sie auch das Resultat der Elimination der Unbekannten x,, z,...z, 
aus der Gruppe (18) ist, wenn v, = v, =... = v, =.0 angenommen wird. 
Wenn man voraussetzt: 
ae a Oe OA Mer RL et yore 
geben die Gleichungen (17) die Folgenden: 
Pe, = — L(A, o Cy yyy Gy ++ + 4,4 2,1) 
Pr, = = £4 (0,5 tat + a o Gy 9) 
Pr, = — Tolto Oin T ann Gag ah 
aus denen: 
(21.) AES E : 0, = 
19a En By Bo ++ Sn By Aig fire 
RE aa En Ue kar gue en a air WT 4.9 
aai a, 2 Mee ann a, 0 42 ioe tp. Qn a, 4 da2 A a, 0 


Diese Proportionen geben die Werthe der Verhältnisse der n + 1 Unbekannten 
in den » Gleichungen: 


A yit Ee +4,,0, = 9 
22.) ty: +9,20, = 0 
ano To + aiT t. Hayn Ta = Q 


Anwendungen. 


; / ! : j ie 
1. Wenn man die Coordinaten irgend eines Punktes einer Ebene mit — 
% 


bezeichnet, so ist die Gleichung eines in dieser Ebene liegenden Kegelschnittes: 


y 
% 


p = ar? + by’ + 02? + 2eyz + 2frs + 2hary EHO 


PPE ees 


- 


Damit die Gerade, welche durch die Gleichung: 
lr + my -+ ns = 0 
dargestellt wird, diesen Kegelschnitt beriihre, miissen die Gleichungen: 
ar, + hy, fal = 0 
ha, + by, + et, — im = 0 
far, + ey, + ce, — in = 0 
dr, + my, nz, = () 
erfüllt werden, im denen z,, y,, zı die Coordinaten des Berührungspunktes sind. 
Also ist die Bedingung dafür, dass die Gerade den Kegelschnitt berühre: 
Oy Dee foul 
hbem 
(23.) EN a 
imn O 





Denken. wir uns eine zweite Gerade: 
he + my + ns = 0, 

so wird die Bedingung, dass dieselbe gleichfalls den Kegelschnitt berühre, sein: 
mete Fos by 

h b e m 

ne OR Ra 2 

MER 

Um die Coordinaten der Berührungspunkte zu finden, bemerken wir, dass für: 
Ghee fee NT, 
hbemm 
eat es On ni: tity 
became Or) 
hmm, OSO 
und unter Beriicksichtigung der Gleichungen (23), (24) die folgenden Gleichungen 
stattfinden werden: 


(24.) 








di\ dA dÀ ; 
ISTE NEE RED ES 





dN d) dA ! 
Bee ox = 0 
dl, 3 dm, u ER une 
„AN dA dA 
| Kap VE RATE 
dA 2A ad die Derivirten der Determinante A sind, 


in welchen die Ausdrücke i a EN, 


BER: a 


genommen nach den Elementen l, m,,,, welche die letzte Reihe bilden, oder auch 
nach denjenigen Elementen, welche die letzte Colonne bilden, und: 


REN INT l| 
REN hio lOe m 
Yi eee se 
PAR Mba tain eo 





Daher sind die Coordinaten des Berührungspunktes der ersten Geraden mit 
dem Kegelschnitte gegeben durch die Gleichungen: 
RZ an OR 
a cine Can 
und analog erhält man für die Coordinaten des Berührungspunktes der zweiten Ge- 
raden mit dem Kegelschnitte die Gleichungen: 








EO akan aA 
i di dm udn 
In Erwägung dass: 
dA dA dA al PA 
dm dn, am, dn dmdn, 
dA dÀ dA dA an 


dn dl, dn, di dndt, 
dA dA dA dX ON 


di dm, di, dm ~dldm, 
wird die Gleichung der Berührungssehne: 


NEN aA (d’A 
dm dn, i) dndl, an 








didm,” oR 


oder auch, indem man mit To, yo, % die Coordinaten des Durchschnittspunktes der 


beiden Tangenten bezeichnet: | 


(25.) (aay + hyo + fey) © + (hr, + byo + ezo)y + (fra + eyo + 620) = O 


oder endlich: 





Die Gerade, welche durch die Gleichung dargestellt ist, heisst die Polare des 
Punktes (£o, Yo; %), welcher Pol heisst. 
Denkt man sich zwei andere Gerade, dargestellt durch die Gleichungen: 


> 2 ! = ) 
(26.) ee + uy + 0. 
hit + uiy +s = O 


und setzt voraus, dass diese Geraden den Kegelschnitt berühren, so wird die Glei- 
chung für die Polare des Durchschnittspunktes dieser Geraden sein: 














at Vo ap heh F ec 
BIETE EA TUNER AN NEED 
A: a ar Aq en | | ln. 


Wenn man mit X, Y, Z die Coordinaten des Durchschnittspunktes der beiden 
Polaren bezeichnet; und mit 2,, yı, zı die Coordinaten des Durchschnittspunktes 
der Geraden (26), und zur Abkürzung ‚setzt: 

be—e = A ; ac—f? = B j ab—h? = C 
ef — he = H 2 he — bf = F A hf ide E 
so hat man die Gleichungen: 
AY — YıRo) + H(a12 — £021) + Foy, — T190) = kX 
H (yozi — 9130) + B (24% — T031) + Elzoyı — T10) = kY 
FY 921 — 91%) + E (2139 — 2081) + Clay — 2190) = kZ 


wo k eine unbestimmte Grösse ist. Aus diesen Gleichungen erhält man, für: 


ENG 
BERN 
IFEcC 


die folgenden: 
k % 4 
sien eben _ | X(BC — E?) + Y(EF — HC) + Z(HE— BF)! 


Tio — Los, = 5 IX(EF—HC)+ Y(AC — F>) + Z(HF — AE)! 
Pi ibe N : \X(HE— BF)+ Y(HF — AE)+ Z(AB— H?)}. 


Man bemerke nun, dass wenn man mit § die Determinante: 


Gor eet 
h b e 
Lhe tay ee 


bezeichnet, man die Gleichung erhält: 
BC — FP = as 9 x MOM = bS N AB — i = cs 
PPO TC 7S Wo BARR a HR AR 208 
R = $”) 


| 


daher wird sein: 
: k 
Yoi — Yıy = 5 (aX + hY +JZ) 
Sol, — 3T = Š (hX + bY + eZ) 
Poy aera a £ (FX + eY + cZ). 


*) Diese Relationen werden allgemein im §. 6. bewiesen werden. 


Bet. e o; 


Nun ist aber die Gleichung der Geraden, welche durch die beiden Pole, d. h. 
durch die Punkte. 29, %95 % -5 ai Yı, % geht: 


(Yozi — Y170) T + (2021 — Aro) Y + (Lo — Fıyo)? = 0 
daher wird, durch Substitution der gefundenen Werthe, die Gleichung dieser 
Geraden: 
(aX +h¥ 4+ fZ)x + (hX + bY 4+ eZ)y4(fX +eY+cZ)s = 0. 

Die durch diese Gleichung dargestellte Gerade heisst die Polare des Punktes 
X, Y, Z; und die beiden Systeme, von welchen das eine aus dem Punkte zy, Yos 
z und der letztgenannten Geraden zusammen gesetzt ist, auf welcher er liegt; und 
das andere aus dem Punkte X, Y, Z und der Geraden (25), auf welcher der letz- 
genannte Punkt liegt, heissen reciproke Polaren. 

2. Discriminante einer homogenen Function zweier Variabeln heisst die linke 
Seite derjenigen Gleichung, welche aus der Elimination der Variabeln aus den Glei- 


chungen entsteht, welche ausdrücken, dass die ersten partiellen Differentialquotienten 
der homogenen Function verschwinden. Sei: | 


az“ + Abz’y + 6ex?y? + Adıy? + ey* 


die homogene Function, von der man die Discriminante sucht. Setzt man ihre er- 
sten partiellen Differentialquotienten nach z und y gleich Null, so erhält man: 


adt + 3b2?y 4+ 3cry? + dy? = 0 

be’ 4. dex? y 4 dday? + ey” = 0. 

Um die Variabeln z,y aus diesen Gleichungen zu eliminiren, wollen wir von 

einer Methode Gebrauch machen, die wir Herrn Sylvester verdanken, und welche 

von demselben „dialytische” Methode benannt worden ist*). Wenn man die sechs 

Gleichungen betrachtet, welche man durch Multiplication jeder der obigen mit z?, 

zy,y- erhält, so ist es klar, dass wenn man die sechs Grössen 2°, s*y, a°y?, &?y?, cyt, y? 

als die zu eliminirenden Unbekannten ansieht, man sechs Gleichungen, die analog 

den Gleichungen (20) sind, bekommt; und daher erhält man das Resultat der Elimi- 

nation, indem man die Determinante der Coefficienten gleich Null setzt. Um diese 

Erklärung deutlich zu machen, schreiben wir diese sechs Gleichungen in der folgen- 
den Weise: 

ad +- 3brty +30 + dry t . + . = 

+ azy + Ibr? y? + Bery? + dry t+ . = 

+ 2. + ary? + dbr’ y’ + 3cryt w dy? = 

be? + derty + Idr? yY + eyt . +: = 

+ barry + decry? +3de2y+ ar. = 

+ + + bry’ + 3er? y? + d3dry* ey = 


und es wird das Resultat der Elimination sein: 


> OTTOON 


*) Philosophical Magazine. June ‘1841, 





a 3b dc d 0 0 
0 a 3b Sioa 0 
0 0 a IO E AEE 0 
b dc 3d e 0 0 
0 b 3c dd e 0 
OO b scrid ne 


Die linke Seite dieser Gleichung ist die Discriminante der homogenen Fun- 
ction vierten Grades zweier Variabeln. Der algebraische Werth dieser Discriminante 
ist von den Herren Boole und Cayley unter die einfache Form gebracht: 


(ae Abd 3)?’ 27 (ace — ad? — eb? — è + 2bde)? 


Aus dem Obigen folgt, dass im Allgemeinen die Discriminante einer homo 
genen Function zweier Variabeln vom Grade n eine homogene Function der Coef- 
ficienten vom Grade 2(n— 1) sei. 

3. Es möge u eine homogene Function rt" Grades der nVariabeln z,,2,,...2, 
vorstellen, und zur Abkürzung setze man: 

du d’u 


A ee U = 
4 DEREN Mae dx dr ’ 





u 


so wird man nach dem bekannten Satz von Kuler die Gleichungen haben: 








Cb, Fu, Hi. +2,u,„-(r-Du = 0 
Bu rl... +2,u,,—(r—l1)u, = 0 
ZU Ee Py, fH... +2r,u,,—(r—l)u, = 0 
DU OD, thy i. +7,u — ru = Q. 
Die Elimination der Grössen z,, 25, ..... x, aus diesen (n+ 1) Gleichungen 
liefert: 
u, ı%ı 9 ars eee Uj n% 
De Uy „U, 
NR La 0. 
Unt uo RE U, n n 
r 
u, U, RER nt U | 
und daher: 
Uy Wyo vere Ui By BYR thi et u, 
U, 1 Wg 9 Us „Ua Uy q Ung ss Us n 
ein ooh. EE ee + REA tease ade eas ties = hie = 0, 
r— 1 
RS: U, „U, Uy 1 APES U, 
Mss Athen bi. u, O | 


eer o si 


Daraus folgt, dass für diejenigen Werthe der Variabeln z1, 7, ..... rn, für 
welche der Werth der Function u Null ist, die Determinante : 


My gen un Uy 
Us Way air Ua n U 
Mi Uno gal NE 2,2 n 
U icone ur) 





verschwindet, | 
Wenn man n = 2 setzt, so wird für diejenigen Werthe von z,, z,, welche 
der Gleichung u(z,,2,) = 0 genügen, das Trinom: | 


EEE 2 
Ujit 2 Uy 5 Uy Ug F Ug oly 


verschwinden; oder geometrisch: wenn man annahme, dass diese’ Gleichung eine 
Curve darstellte, so würde der Krümmungsradius in jedem ihrer Punkte unendlich 
sein, daher würde die Gleichung u(z,, x) = 0 ein Paar Gerade darstellen. 

Ebenso stellt die Gleichung u(2,, 7,, 73) = 0 einen Kegel dar. 


8.5. Multiplication der Determinanten und deren Erhebung 
auf Potenzen. 


Betrachten wir zwei Systeme von Gleichungen von der Form: 


aii T Eaa Ly + U aaa or a in Ta u, 
a1 Ti F Qag To ...-- ee 
Oy Ti Ha,g By hve +A, Ty = U, 
er sete te a +6, 9, = 25 
Gh F Caa Yg F o.. a T 
Cin Y1 E Con Ya E ---- at Cain VaR 


Wenn man aus denselben die Werthe von y,, ye ..... Yn in Functionen der 
Grössen a; yg +++ $149 Cg vee S Up Uy nen. u, gewinnen will, so kann man zwei 
verschiedene Wege verfolgen. Entweder man könnte in die erste Gruppe die aus 
der zweiten Gruppe gegebenen Werthe von a,, £g ..... x, substituiren, und die re- 
sultirenden Gleichungen auflösen; oder man könnte auch aus der ersten Gruppe die 
Werthe von z,, x ..... 2n bestimmen, dieselben in die zweite substituiren und die 
so entstandenen Gleichungen auflösen. Die Werthe, welche man durch diese beiden 


Methoden für y,, yz -... yn erhält, müssen identisch sein; die Gleichung aber, welche 


BEN 


aus der Gleichsetzung der Nenner dieser Werthe entsteht, liefert 
Multiplication der Determinanten. 

Nimmt man im ersten System anstatt der Grössen z,, 
dem zweiten gegebenen Werthe, und setzt zur Abkürzung: 


ae hate N Tr h, 
that Fan on = his 
di Leak E 2,9 2 mE sha Ain NN FF hy, 

a a Le Fan Cry = hos 
ee + Ay, Con = hy, 

Pr N 
(2% .) Qs 4 On ah aza n,2 nar a ao n Can u, hy, 
dai Cii + a9 Cie a ee SS etz Oy En == WA 
ay C31 far a, 2 Ca 2 Tera ay On Con n, 2 
{ 
Aaa Cni F Ona Ong Fort E arn onn = haan 
so erhält man die Gruppe von Gleichungen: 

hay y,+ hy Yo P... ai hin In u, 

Ra t RK + hsp Yn = Uy 

ee aa a oe +h, Yn = 4, 


und wenn man aus diesen die Werthe von yi, Ya ... 
Werthe zum gemeinsamen Nenner die Determinante: 


hy, his Ho... en hin 
(28.) R= Æ hy y hy Cera Ich hon 
hy has + ..... ae han 
haben. ` 


Wenn man dagegen aus dem ersten System die Werthe mi, zz .... 


stimmt, so wird ihr gemeinsamer Nenner sein: 


se bs hod By aR a | 
Ps ae By lag vere a, » | 
Bay G9 Enke ca aan 


das Gesetz fiir die 


To s...» Ln die aus 


yn bestimmt, so werden diese 


tn be- 


as 


ENE TE et 


daher wird, wenn man diese Werthe in das zweite System substituirt, und aus den ° 
resultirenden Gleichungen die Werthe von y,, Ya ...- Yn bestimmt, der gemeinsame 
Nenner dieser letzten Werthe aus dem Produkte der obigen Determinante in die 


Determinante: 


12972 1,n 
(29.) Q = | 21 Bay ance Com | 
Ma tip Crim 





bestehen, und folglich wird man durch die Vergleichung dieser Werthe: 
(80.) R=P.Q 
erhalten, was die verlangte Formel für das Produkt der Determinanten ist. Aus der 
Betrachtung der Gleichungen (27) ist klar, wie die Elemente, welche ein und die- 
selbe Reihe der Determinante R bilden, entstehen aus der Summe der Produkte der 
Elemente einer Reihe der Determinante ? in die Elemente der verschiedenen Reihen 
des Factors Q. Es ist offenbar, dass die Determinante R auch erhalten werden 
kann, indem man die Multiplicationen der Elemente der Factoren Colonnenweis 
oder Reihen- und Colonnenweis ausführt. In diesen Fällen wird die Form des Pro- 
duktes nicht mehr diejenige der Determinante R sein; aber die algebraischen Wer- 
the dieser Determinanten werden identisch sein. 
Daher kann man zum Beispiel das Produkt der Determinanten zweiter 


aß 
y EO 


‚in den folgenden vier verschiedenen Weisen ausdrücken: 


Ordnung: 
la b 


ce d ? 














| 


| ae +bP ay + bd 


aa+cy af + cò | ened aß + bd an + ef ay + ed 
cae +dfp cy + dò 


ba + dy bP +d | | ca+dy cf + dod ba + df by + dò 
Wenn die Elemente der Determinante P identisch mit den Elementen der 
Determinante Q sind, so wird die Gleichung (30) 


Rusp 


geben, und die Elemente der Determinante R werden durch die Gleichungen: 


y) 9 

















2 2 2 
Gh te ela AD ye, ei rat h,, 
a, 1 a, 1 T a, 2 a, 9 Hr + a, n Qn h.s 
gegeben, in welchen die Grosscn r,s die Werthe von 1, 2 ..... n annehmen können. 


Es ist wichtig, 


irgend einer Determinante ist, die conjugirten Elemente untereinander identisch sind. 


zu bemerken, dass in der Determinante, welche das Quadrat 


Anwendungen. 
1. Die Gleichung dritten Grades, auf welche man in der Geometrie kommt, 
wenn man die Hauptachsen einer Flache zweiten Grades bestimmen will, und in der 


See, LECH ate 


Mechanik bei der Aufsuchung der Hauptträgheitsachsen eines Körpers oder der 
Hauptelasticitätsachsen oder der Achsen des Elasticitäts-Ellipsoids u. s. w. kann unter 
der Form einer Determinante in folgender Weise geschrieben werden: 
a—h y ß 
f(— 4) = J DA Oo = l, 
es ht Non 
Die Wurzeln dieser Gleichung sind reell. Dieser schon von Cauchy, Kum- 
mer, Borchardt, Jacobi bewiesene Satz ist neuerdings von Herrn Sylvester *) mit 
grosser Einfachheit und Eleganz unter Benutzung der Regel für die Multiplication 
der Determinanten bewiesen worden. 
Multiplieirt man die linke Seite der obigen Gleichung durch die Determi- 
nante f(A), so hat man die Determinante : 
AZ: P E 
FPF B-P D 
E D C-i 


wo zur Abkürzung gesetzt ist: 


E EOF SLA «P+ yla +b) = F 
eh ay+ fare) = E 
+a +87 = C by +a(b+c) = D 


daher haben wir: 
= f(A). f(— a) = 1° — Lit +. M2? — N. 
Wir wollen bemerken, dass die Coefficienten L, M, N positiv sind, da man 
ja leicht erhalt: 
Dara OE ce 2a 28? 2 
M = (a&b—y’)’ + (ac— p) + (be—a?)? + 2 (aa— By)? + 206p — ayy + 2 (cy — ap)” 


Cae SR A ba 
N = |y b a 
Ee oon DEN EC 
Man setze: : 
ae nen - ), Deal en NN er. ; à = htp 
so wird der Ausdruck f(— 4): 
œi — A, ’ pP 
ff (— Ay) = Py by — Ay a 


ß a Cy had A, 
und die Gleichung ọ(— 41). P(Aı) = O wird von der Form sein: 
3—-LM+MAM-—-N = 0 


in welcher die Coefficienten L,, M,, N, positiv sind. Da nun nach der Cartesischen 





*) Philosophical Magazine, 1852, 


> fn." 


Regel keiner derWerthe von A} negativ sein kann, also (A—p)? nicht gleich — gq’, so 
kann auch nicht 2 =p + g}— 1 sein. Daraus folgt, dass die Wurzeln der Gleichung 
f(— 2 = 0 wesentlich reell sind. 

Wir wollen bemerken, dass dieser Beweis, ebenso wie die von Jacobi und 
Borchardt, auch für die Gleichungen nt Grades von derselben Form gilt, was wir 
im Folgenden sehen werden. 

2...Delen Or. Gi, Yı..301 Costas Youn uaa fan Ya die Cosinus, derr Winkel, 
welche drei von demselben Punkte ausgehende Gerade mit drei rechtwinkligen Ach- 
sen bilden, und w1, w,, @ die Winkel, welche diese Geraden miteinander einschliessen. 
Man hat dann die bekannten Relationen: 


«it fit+ = l 1 a + Paba + yi ya = C0SWwg 
az + fi+72 = 1 Oy sit aaahh 11 val Ta EOI 
f as + fs +73 = 1 ta 03+ baa + ya ys = COSM, 
also: 
COT OT EDAN 1 COSWg COSW, 
(31.) | Pa Ya | =| COSws 1 COS w} 
| Os BPs ya COSW, COSM, 1 


Nun aber ist bekannt, dass wenn man mit a, b, c die Cosinus der Winkel 
bezeichnet, welche das Loth auf der durch zwei Gerade bestimmten Ebene z. B. 
der zweiten und dritten, mit den rechtwinkligen Achsen bildet, die Gleichungen 
stattfinden: 

ens — Bare De TY) vex eh?) 


[94 Ps — Gsße 
a ri ed 
SIN @, Sın w 


sin w, 





9 = 


und dass: 
ac, + bPı + cy, = sinw, . sin 0s = Sin ws. Sin hz 
wo Oi, O2 93 die Neigungswinkel zwischen den Ebenen bedeuten, deren gemeinsame 


Durchschnitte die erste, zweite und dritte Gerade sind. Substituirt man diese Werthe 
in die Gleichung (31), so hat man: 


sin», .S1n9,.81nd, =sinw, sinw. Sinh = V(l1—cC0s?w, —C08?0,—C0S’Wg-+2C08W, COSW2COSWg). 


3. Mittelst der Multiplication der Determinanten kann man einige Transfor- 
mationen von Determinanten erhalten, welche in vielen Untersuchungen niitzlich sind. 
Wir werden zwei Beispiele von ähnlichen Transformationen geben. 

Wenn die Determinante ? multiplicirt wird durch die Determinante: 


a, Bs 4 ~ ON Seen: 0 
Oe am 2 1 Bez 0 
hie | eared 0 S NE He 0 
Ə 2,1 y 
a 0 Oy aaa ppc kT 





und man annimmt, dass die unbestimmten Grössen @,, & ..... €n den nGleichungen: 


Cy 9, + a ber 1 
GM, uk Gy g E +a,a,, = 0 

@, + Fea =0 
œi Ayn T % Desens Oe f n,n 





Mar Oaa a E ae AA Ga ren a Com 
: MG; Gz, — Mm Do GG Gr GE Ty, Gz, —Ay, Gy, 
G19 n1 a —1,1 “7,2 n—1,3 n,1 On 1,1 TWD Ae oi ET 3) Gm n,1 n—l, i “nn | 
Bemerkt man nun, dass: 
N (eee Oh os 2 
ist, so wird man haben: 
fe Ga ak eR NE ee AER 


Die Nützlichkeit dieser Formel ist bereits von Herrn Hermite *) in emer 
Zahlentheoretischen Untersuchung bewiesen. 
Als einen besondern Fall derselben hat man die Gleichung: 


| rar A 
I We | a b 
La — Ts Ya Ys a 6 

a b RENTE 
RED 














deren rechte Seite, vorausgesetzt, dass £1, y, ; Tzs Y2 5 Vs, ys Coordinaten von 
Punkten darstellen, welche auf einer Ellipse mit den Halbachsen a und b liegen, 


gleich Æ A ist, wo A den Flacheninhalt des Dreiecks bedeutet, dessen Ecken in 
a 


diesen drei Punkten liegen. 

Wenn man aber mit A, u, v die Länge der Seiten des Dreiecks bezeichnet 
und mit 7, m, n die diesen Seiten bezüglich parallelen Halbmesser der Ellipse, so 
erhält man durch Quadriren der obigen Gleichung: 


e — ~ — 





und v ab es: pee kd oH HN 
A nit m le a a Lash Poe) 


*) Journal de Liouville. T. 14. 





CDA Vk 


Als zweites Beispiel einer Transformation der Determinanten wollen wir ein 
von Herrn Sylvester *) aufgestelltes Theorem beweisen, von welchem derselbe Schrift- 
steller verschiedene geometrische Anwendungen gemacht hat, 

Theorem. Der Werth der Determinante: 


41 Ya «+ Ain 

N ae Q,, 
(32.) A= 

Ant a2 BS add CF, 1 

1 TAN 140 




















aN Avy ee 
As) AAS HAR A, , 1 
N N Och Rca EA al 
A A AEE Ra: 
Eder. ION p 
in welcher: h | 
Aps = 4, +h, +k, 
WO, Mk hain pa hates tes zwei Reihen gänzlich willkürlicher Grössen sind. 
In der That, multiplicirt man die Determinante (32) durch die folgende: 
LR OER meats Wat 
DR ARE Oo ae 
De NOI ih A E ATN =+ 1 
DIA ae Tuka 
OUNO E d 01 
und führt die Multiplication nach Reihen aus, so hat man: 
th a a + Ky sete 1 
ait kit a5, E TURO 1 
Bis Nee NO DE L EEU AE LAS AEI 
a,, + k a, + VORNE A 1 
1 I 0 
Wenn man dies Resultat durch die Determinante: 
Do ESS EARR OD 
Ook TAA 0 0 ; 
OOE NT, 1-0 
Path Aue tien Wii lig Bea Ry, VL 


` *) Philosophical Magazine. 1852, 


i CMRI Ss 


multiplicirt und die Multiplication nach Colonnen ausführt, so kommt: 





























As H 
was zu beweisen war. 
Die Gleichung: 
| PO = R 
liefert durch Differentiation nach Bae ER l 
mit Rücksicht auf (27) die folgenden: 
Cee AT ENE dR _ PUW 
Ia. U et AE ARU AES an 
owe Sy ak dR ak 
da Rn ae cae dh»: 
OCL GER dR AR 
de a dh, rr 
Wenn man diese Gleichungen mit Ä = RE multiplicirt und 
al 8,2 8,2 
dann addirt, so kommt: 
dP dQ dP dQ dP dQ dR 
33.) = + — —£ + ...... a = —— 
ae) da. dei. sda de, 4 i T da do. ch, 


rl SL Tie 
weil nemlich der Ausdruck: 


za 0 Q 


orienta ck: > 
rl 7,2 
, de, , de, 5 





C 


nachdem, was §. 3 bewiesen ist, gleich O oder gleich Q ist, je nachdem die Indices 
r und s verschiedene oder gleiche Werthe haben. 

Wenn die Elemente der Determinante P mit denen der Determinante Q iden- 
tisch sind, so liefert die Formel (33): 


A E an Napı \ ae dPR aR 
dar HOB) OM aia eda ogi © da,, da,, dh, 

















(34.) 


7,1 


und daher für r = s: 


dP x? dP N? dP x? dR 
35. ) SR ( je SHa 
ag A, gE Ca a: Me da, , dh,,. 


Beispiel: 
a) Hear + re ED (rer)? 
Es ist klar, dass man durch Differentiation andere Relationen zwischen den 
Determinanten P, Q und R erhalten kann. Unter diesen wollen wir die beiden fol- 
senden bemerken. Differentiirt man die Gleichung: 


dP dR dR dR 
36. —— =s —— nenad ——— 
(GE Q TAER T a Cag ho a Oa 


rd 1,2 rT,” 











nach c, ,; und die Gleichung: 
dP dR dR dR 


re i el NE bel ee 
? da,, dh, | 
a 1 9 


nach c, ‚und subtrahirt die Resultate, so erhält man: 


dP dQ dP dQ 


da, de da... de; 
T,8 rps 











(37.) 








wo u und v alle Werthe 1, 2... n annehmen müssen. 
Differentiirt man (36) nach a, , und berücksichtigt die Gleichungen (5) und - 
tae | 


(6), so kommt: 


2 - “us, As] d’R 


RL 





U 





v8, vs] 


Setzen wir voraus, dass die Elemente der Determinante P identisch sind mit 
denen der Determinante Q, so hat man h, = h, „, und daher durch Vergleichung 
2 1 ’ 


der beiden Gleichungen (37) und (38) die arai (14), welche im §. 3. gefunden 


wurde. 
Betrachten wir die folgenden beiden Systeme von Gleichungen: 











ARS EES a TTR Geer! 
Lt dane nt dag ain be da. raat 
dP dP dP 
in 2,2 Hae sores Riot a ere) 
dP. ag, dBi nel ade 
n,1 da f n, 2 da, ol n,n da, aa) 
dQ dQ d 
AIRAA d A DTR Ge R =K, 
dQ dQ dO 2 
r,1 de, + r,2 de ; H+: HA; OP dow ae 232 
OTs LER +a ER K 
r,1 de, 1,2 de, SEAN rnd y. neag r, n 
und multipliciren die Gleichungen des ersten Systems mit a 5 oe here < und 
Cia 2,1 Cai 
addiren die Resultate, so kommt: 
dP dO dO dQ 
= 2 fo +... -< 
2 da, nm dey 4 me de, , Ann de, ı 


und analog: 








dP dQ dO dQ 
ee Yo HN “H 
Q da,,' nd de; nt dey o a DR de 
dP dQ d6 dQ 
Q da, H, de, , H, de, „ ai fi n,n de, A 
Diese letzten Gleichungen liefern, multiplicirt mit a,, , RER Ae und 


addirt, mit Rücksicht auf das zweite System: 


(39.) PO T H, Ky Bi H, K, o Hose + Hye or 
und multiplicirt mit a,, , @, 3 ----- a,, und addirt: 
0 =a H- Kah H, Kht ATOR TE 
Die Grossen H TapE EYS K,,, K,, sind offenbar Determinanten nt Ordnung. 


Anwendungen. 


1. Man stelle sich ein Tetraeder vor, welches auf drei rechtwinklige Achsen 
bezogen ist, deren Ursprung in dem Schwerpunkt einer der Seitenflachen liegt. Es 
seien a, b, c die Flächenräume der andern drei Seiten; aı, (1, 71 3 25 Pa, 723 
as, s; ya die Cosinus der Winkel, welche die Lothe vom Ursprung auf diese drei 
Flächen mit den positiven Coordinatenachsen einschliessen; 7,, Yı> &ı 3 T29 Ya; 22: 
T3, Y3; %3 die Coordinaten der Schwerpunkte dieser Seiten; und v das Volumen des 
Tetraeders. 

Nach einem bekannten, von Herrn Cauchy herrührenden, Theorem hat man 
die neun Gleichungen: 

Ut), + DXT, HCAs =V , Alyy, + bay H CAsys =Ù , BOB, + blg + COtg%s = O 
(40.) afr, + bPgra + Cf =0 , adıyı + bly + CPsys =V , apızı + OB ym + Cfo = 0 
AY, 2, OY yy + CY 33 =Ù , ayıyı + dyaya + C¥sy3 =O , A711 + by222 + Cy3%3 =V. 
Setzt man: | 
LH Cig | 
P= | af, bf, cf = abe 
lay, by,” Cys | 


Qe wile ll 


Py Êz Ps 


Ler ar 














QG=)% Ya Ys 
so hat man: 
PQ = v’. 


Nun ist aber nach emer bekannten Formel: 


4* 


u RR i a 


und wenn man mit u das Volumen desjenigen Tetraeders bezeichnet, dessen Ecken 
in den Schwerpunkten der Seiten des ursprünglichen Tetraeders liegen, so ist: 


0 = bu 
=< Nu 
Aus den Gleichungen (39) folgt: 


mithin ist: 


dRv dR v 
— , a = 


del Bata hn oan 


| 
| 
2 
2 


P 
wo R= cree. und folglich: 





i+ yb = se aller (z) + (a) | 


D beii. 
l = ~—sinw 


9v 


und folglich: 


wenn die Länge einer Kante des zweiten Tetraeders bezeichnet und œ den Nei- 
gungswinkel der Flächen 6 und c. Bezeichnet man aber mit A die Länge derjenigen 
Kante, welche dem gemeinsamen Durchschnitt jener beiden Flächen gegenüber liegt, 
so ist: 

















2 be 2 
os a Y = 5 Tm n w 
34 
und also: 
1 
l = A 
3 
2. Setzt man: 
1 
NEA, a,b, ey | 
Bic |x, toi, Di | 5 bn Cn 
3 T3 Y3 Zs | Az bs Cs 
so 1st: 
I 
Ti Orie, |e Va Bo tyi zi it Oy Oy Cy | xi Yı %| | a, & ec, 
PO =) ay bi 0,11%, |} ay by co, La Yo zl +| | dy Dy C3) 1a, Oy C, 
T3 Ys % | | As Ds C3 T3 Ys %| | Ay bs Cg | T3 Yz 23 | | Te Ye 22 
Ti Yı 31, | X Yı 2ı Xi Yı 21 | a, db, cı | Xi Yı | | a 0, cy 
O= a, bc az by C2 | + | abo, | | £1 Y1 3 || Ag bs Cs | | Ag bz C2 
| £3 Ys Z3 | | Ag bg C3 Zz Ys Z| | As bs Cs Xe Ys ža | | Ly Yı 2ı 
Wenn =! , 91 die Coordinaten eines Punktes 4 bedeuten, > ,.7°. aa 
ocd BU na %g Z? Z% % 
. . a b . . . 
die zweier Punkte B und C, und ebenso = i ‘+ die Coordinaten anderer dreier 
1 1 


Punkte a, b,c so entsprechen die obigen Gleichungen der geometrischen Eigenschaft: 


a MT e 


ABC.abe = ACa. Bbe + AC). Bae +- ACc. Bab 
0 = ACa. Abe + ACb. Aac + ACc.Aab 


wo ABC, abe u. s. w. die Flacheninhalte der Dreiecke ABC, abe u. s. w. sind. 


$.6. Determinanten mit reciproken Elementen oder Determinanten 
von Determinanten. 


Stellt man durch P die Determinante: 








| 

| aii 4,2 aes In 

| a+ gar Ag n 

i ai a, 9 Biya en | 


dar und setzt zur Abkürzung a,, = ; so versteht man unter der zur Determi- 





dars 
nante P gehörigen Determinante mit reciproken Elementen die folgende: 





aceazrosspesrogoooeoooo 





Es ist (§. 3) bekannt, dass zwischen den Elementen der Determinante P und 
denjenigen der Determinante § die Relationen: 


4.1 KoE aa az SHES r Gun En Ta P 
(42.) 


r,i ~i Eao 8,2 an ee Qn Com =) 


stattfinden; daher wird man, wenn man die Determinanten P und © mit einander 
multiplicirt, haben: í 


DU 0 

ae ey 
PS = P" 

gorani P 


und daher: 
(43.) S= pP 
Wenn man auf der rechten Seite der Gleichungen (42) s=1,2..... n setzt, 
so erhält man n Gleichungen, aus denen man die Werthe von a,,,a,,....- a, bestim- 
men kann. Man sieht leicht, dass: 


1d 1 dS 
4 S dars 





ist und daher nach (43): 





(44.) PT = dS ; 


Bezeichnet man mit T und V die Determinanten mit reciproken Elementen, 
welche zu den Determinanten Q und R (28) (29) gehören, so wird man: 


T eb or! V okey RR 
haben, und daher nach Gleichung (30): 
Ves A 
dass heisst, das Produkt der Determinanten mit reciproken Elementen, welche den 
beiden Determinanten P und Q zugehoren, ist gleich der Determinante mit reciproken - 
Elementen, welche zu der Determinante R (dem Produkt der beiden Determinanten 


P und Q) gehort. 


Anwendung. 


Wenn man die Gleichungen (20) betrachtet, und mit a,,:a.,:.....:a,, die 
Werthe der Verhältnisse 7,:a,:.....: a2, bezeichnet, welche man aus n—1 dieser 


Gleichungen erhält, indem man die rte Gleichung ausschliesst, so erhält man: 


. . ° . 
%; rl r,2 .oo.. où ryn ee a nr Ye rn * 








TR 1,n 
Coe Ty g Log vee Lo, 
| N er Senn nm 
so erhält man: 
A=}. P 


wobei 2 eine unbestimmte Grosse ist. Wenn man z,, = 1 annimmt, so hat man: 


Vermittelst dieser Formel kann man die beiden Probleme lösen: 1. Den 
Flächeninhalt eines Dreiecks zu finden, von dem die Gleichungen der Seiten gege- 
ben sind. 2. Das Volumen eines Tetraeders zu finden, von dem die Gleichungen 
der Flächen gegeben sind. | 

Die Gleichungen (43), (44) und die im §. 3 gefundene Gleichung (14) ge- 
hören zu einer Reihe von Relationen, welche zwischen Determinanten von Deter- 
minanten bestehen, und aus zwei allgemeinen Formeln folgen, wie wir gleich zei- 
gen werden. ¢ 

Betrachten wir die beiden Gruppen der Gleichungen (16), (17), und schreiben 


davon i+1 beliebige, auf einander folgende, aus der ersten Gruppe in der folgen- 
den Weise: 


ee Sa 


t 
a. Tr Fe st ee Ps 3 or By ihe Zi (a, 2+. ain Pe a 2% 17%, ur Wat’ < “+, Tp) 
re e TE Tai si WES +0, U, a, dt y a ele Y HA 1 nTn) 


a, Tt a 


wobei u = si, v = r +i gesetzt ist. 
Bezeichnen wir dann mit P,„ die Determinante: 


| | 
l 


; DARET A AM 
v,s+l Dune RER eg (a, ,2,+- ook Dy 51 nh Gr REN ni, r 7 + ) 








RE aa | 
Gs TS Bu r,m | 
| 
I | 
Brats r-l sei 7" u r+l,m | 
| | 
VE AED Re AER | 
srt S a a a 
| v,8 Oy Stalin. Rote = v,u—1 vm 


und bestimmen aus den obigen Gleichungen den Werth von x,, so kommt leicht 


die Gleichung: 





4 T pik d Lagi d re di oe 
( 5.) 13% It s +P, et Get +P, von a v nin pe u, Ungi E Dea S E T, 
2 j f : da, U | da, u i da, u 

> 3 3 


Schreiben wir jetzt n — i Gleichungen, die passend aus denen der Gruppe 

(17) gewählt sind, in der folgenden Weise: 
CRT Fe) a TOR te Ege ated, OUE Lap i (a, ut... Ha, 01 yy) 
O19 u, +... O12 m4 +- Gag U, t+...+ Ons “= Pe, — (a, u, —.. + 0,12 Upi ) 
a u, EEE Gt pepe Er aR Teet Ca, s—1 An F Pori on (a, 1%, Tree er | ) 


Ciu Rn ba ar Cou u, + a nu UT Pr, aty C% u, Taret u u,_1 ) 











a as 
Ci ju. CU tu Ut, T Pr, — (ay, u... +0, 1, u) 
und bestimmen aus ihnen die Werthe von z,, so kommt: 
AS) SE dS, 
— 3 ’ V,U VU 
(46.) SS) Mpg Fe FS, uty Eila Tis SUNT cc ) 
v1 vs—1 0,% vn 
wo gesetzt ıst: 
IR» ee mi u, ra m 
(Ei ae 2 Chg is ARE E E Cae | 
BANE 5 9 beg Wie ES EN DE ET | 
leash Cig aera nn Cig | 
| 
ee Cty a Ati, eee reed 
Se PRES Paik dan ts NE RAN | 
CE E EEE E E eG T a RR eee | 
E T A AE ý r—1,n Cain urn SE nn | 





L I 


Wir bemerken nun, dass die Werthe von x,, welche aus den Gleichungen 
(45), (46) folgen, offenbar zusammenfallen müssen, weil man vermittelst der Gleichun- 


n ED gal 


gen (16) den Werth von x, als Function der n Grössen 2,,.....0, 5 Zu 


u Kiu nur auf eine Weise ausdrücken kann. Werden daher die Coefficienten 


r+1? '* 
von u,a (wobei a irgend eine Zahl unter denen der Reihe 0, 1.....¢ ist) in den bei- 
den obengenannten Werthen von x, einander gleich gesetzt, so kommt die Gleichung: 
dS yu ah ae P Ss 
Pe oy ORO REN 
ety yu AAy+a,u 


Aus dieser folgt, wenn man a = i annimmt, dass 








AS 4 TP o,1 
(47.) P dety u daou = Pou Sou 

ist, und da: 

dS, , dP. Vu —_ 

de, = Mott wt da, , a eth ui 
so folgt: 

RR Bi oy i URL 
also: 
(48.) A Piina fae Bon: urc—1 Su 
Wenn man in dieser Formel r = s = 1 setzt, so erhält man die von 


Jacobi und Herrn Spottiswoode gegebene. 

Es ist klar, dass man eine zweite Formel, analog der Gleichung (47), erhal- 
ten kann, wenn man die angegebene Operation mit ¿+ 1 beliebigen, aufeinander 
folgenden, Gleichungen aus der Gruppe (17), und n— i passend gewählten Gleichun- 
gen aus der Gruppe (16) ausführt. Man wird so zu der Gleichung: 


dS, 4Pı» 


EP. 
uv “u,v 
dc, da, , 


(49.) 








gelangen, in welcher: 








he igh daha 
11 Gr Bs m Ds oad ives Ain 
Fr Gp cue Ay C m,r ere eee LT N Tor ee ee »„o.o.......e “oo 0e 0.8000. 
Ch. eae 
S wf Er Res ir Ener P WA szi Be i r—1 As am Gs ott wee” Ain 
mo ’ um E a 
CC oH r es er ee Er re er Er ul ur—1 um u o+1 ..0o00 a, n 
Kog ae wee Pe TR RT N a E a a as ons NER mM a a a all 
wi TAS NA Bn pat Bam By yet Se on Orn 
und beachtet man, dass: 
ds,, $ dP o» 
da u—1w—1 da u+l,v+i 
“Ub, u,v 
ist, so wird man haben: 
A c =s 
(50.) is AR rar P UCV+C P U,V Sa SR; 


Wenn man in der Gleichung (48) 7 = O setzt, und ine ver,u=Ss, 
so kommt, wegen 


Pe, Ami ITS 
die Gleichung: 
F hha Ei | Minar EE 
welche als besonderen Fall ebensowohl die Gleichung (43) umfasst, die man erhält, 
indem man r=s=1,c=n setzt, als die Gleichung (44), welche man erhält, indem 
man c = I setzt. 
| Wenn man analog in der Gleichung (50) ¢= 0 setzt, und bemerkt, dass 
VE S =1 £ abi P*) 
so hat man: 
Pore, = 8 


S+0,r +e s+c—1,r+c—1 


woraus man die Gleichung (14) erhält, indem man c = 2 setzt. 


Anwendungen. 
1. Es bedeute: 


(51.) U S ler Ly + Pe >, Žsars Tr Tss 


worin @,; = a,,, eine quadratische Function mit n Variabeln. Bemerken wir, dass die 
Determinante P die Discriminante der Function U ist, d. h. das Resultat ist der 


Elimination der Grössen z,, 2,..... 7, aus den Gleichungen: 
| dU dU dU 
—=0 —=0..... — = (0) 
dz, dr, aL», y 


Die quadratische Function mit n Variabeln: 


V= By Crp Sp + Dg Cig Bes 


f dere ; f l 
in welcher c,, = —— heisst reciproke Function von U. Es ist leicht zu sehen, dass 


r,s 


man die Function V in Determinantenform auf folgende Weise: 


Gar an Ži 
Go zg +" Dy» Žo 
(52.) Pe ee 1 5 Wale 
a, EN 7 a, n a 
ZU nenne Za 0 








ausdriicken kann, und die Reciprocitat zwischen den Functionen U und V wird klar, 
wenn man bemerkt, dass nach der Gleichung (44) die Function U unter die Form 
gebracht werden kann: 

*) Die Richtigkeit der Gleichungen P 


1=1, 5 ¿= 1 u. s. w. beweist sich leicht, 





r—1,s— s—1,r— 
wenn man die Identität bemerkt: 
- 14050 001 
ab 
= ao =| a bo | = Us. W, 
ed 
loed 00 


er 











yy Ogg eee Cin By | 
| 
i Clg g Oy g vere Oo To | 
(53.) U = Pal RER 
Oy Ang IRRE P 
Rae meas oe 0 
Nehmen wir an: 
3, = A,ı Ti F a 2 A E ate + ar m 
(54.) 2, pi As 1 Ag Fi a, 2 To ik + a, n Tn 
A a, 4 Ti + an T3 Hs ee -+ un Ta 


so findet in diesem Falle die Gleichung: 
(55.) V=—P.U 
statt. 

Um diese Eigenschaft zu beweisen, erinnere man sich ($. 3), dass wenn zu 
den Elementen der letzten Colonne der Determinante V nach der Reihe diejenigen 
der vorletzten, multiplieirt in —z,, addirt werden und diejenigen der drittletzten, 
multiplicirt in—z, , und so fort, der Werth dieser Determinante selbst nicht geändert | 
wird; aber indem man diese Operation ausführt, ändert sich die Determinante V in 


Folge der Gleichungen (51), (54) um in die folgende: 


Aii %2 Ain O 
ay 4 Ay 9 er. aw 0O r 

| a1 EN n,n 0 

5 

Zi Boa edlen Vy om Ü 








und daher findet die Gleichung (55) statt. 

Die Gleichung U = Q kann, für n=5 oder n = 4, einen Kegelschnitt oder 
eine Fläche zweiter Ordnung darstellen; und in diesem Falle würde die Gleichung 
V = 0 die zugehörige reciproke Polare darstellen. 

Die obigen Formeln sind von grossem Nutzen in der Theorie der reciproken 
Polaren und andern geometrischen Fragen, die sich auf Linien und Flächen zwei- 
ten Grades beziehen. Vermittelst der Gleichung (55) kann man das folgende Pro- 
blem lösen: Wenn die Gleichung eines Kegelschnittes und die Coordinaten eines 
Punktes gegeben sind, ein Kriterium dafür aufzustellen, ob der Punkt innerhalb 
oder ausserhalb des Kegelschnittes liege, ka, 

So wie man sagt, dass ein Punkt ausserhalb oder innerhalb eines Kegel- 
schnittes liege, je nach dem man von ihm zwei reelle Tangenten an den Kegelschnitt 


ER... Rd 


ziehen kann oder nicht, so wird man das verlangte Kriterium davon hernehmen 
können, ob die Coordinaten der Durchschnittspunkte der zu dem fraglichen Punkte 
gehörigen Polare mit dem Kegelschnitte reell oder imaginär sind. Behalten wir die 
Bezeichnungen der Anwendung 1. des $. 4 bei, so werden wir leicht finden, dass 
die Bedingung, welche zu erfüllen ist, damit die Verhältnisse æ: y :g der Coordinaten 


des Durchschnittspunktes des Kegelschnittes m(v, y, z) = 0 und der Polare des 
Punktes z, yo, Zo reell seien, ist 


a h f Ti 
h b € Wy 

Z = 0 
af: e € 2] 3 
ry apy the; EEL) 


wo gesetzt ist: 
D = arae Aaa seat Palsy a 21 = theatre, 


oder das verlangte Kriterium wird mit Rücksicht auf die Gleichung (55) sein: 


a h bie 
GF (£0, Yos 20)+| A b ei 
WEN NR 


Der Punkt wird daher ausserhalb oder innerhalb liegen, je nachdem jene 
beiden Ausdrücke gleiche oder entgegengesetzte Zeichen haben. Wir wollen bemer- 
ken, dass der erste von ihnen verschwindet, wenn der Punkt auf dem Kegelschnitte 
liest, und der zweite, wenn der Kegelschnitt ein System von zwei Geraden ist. 

2, Betrachtet man die Determinante: 








’ 7 2 
| aii aio le Ain Cy 1 
9,1 as 2 ee Qo n Os Za | 
H =i 
t zZ 
| S r hs, yh a f Anm te n 
| 
| 
ty Co F, & Bi, 
z 2 z WENE 
è N | “j 2 .eror. ~n 7 


so wird nach der Formel (14): 
d'H _dHdH dHdH 


dado da dd, df dy 
sein; oder wenn man die Bezeichnungen der Anwendung 1. beibehalt und voraus- 
setzt, dass a, = a „ und œ = f = y = 0 = Q ist, so hat man: 


(6) He = VL— M? 


wo: 


5% 


| a aa ced A eg IP at | Bi gris Ayo ne N. ae 
: 

ee aa te Aon 0a for aT >: By, ® 

L = KENI ON a O 3 M EAN ya EA AR ME ARE E E oe 

| ant Ang sees Aan Cn On aa .:-: Fun en 

en gS IOC aia ae eo) sae E e, 0 


gesetzt ist. 
Sei 4,, eine von a, abhängige und durch die Gleichung: 


A,, rinks Gs + aa s 


definirte Grösse, und bezeichnen wir mit P,, L,, Vı, Mı, H, diejenigen Determinan- 
ten, welche man erhält, wenn man in den Determinanten P, L, V, M, H an Stelle 


der Elemente a,, die Elemente 4,, setzt. Vermittelst des Princips, dass der Werth 


’ 


einer Determinante sich nicht ändert, wenn man zu den Elementen einer Reihe oder 
einer Colonne diejenigen einer andern Reihe oder einer andern Colonne, nachdem 
sie durch ein und dieselbe Grösse multiplicirt sind, addirt, wird man leicht die Glei- 
chungen: 


L = L, M = M, H == H, 
beweisen. 


Nun bemerken wir, dass man die Determinante V in der folgenden Weise: 


RE rn Cae ester aod 
Asi Ago A, Zo Qa 
Vows EET rie 
any Dy 2 Pus ann Sa ay 
21 BEN a Za 0 0 
0 RR O 0 1 


} 


schreiben kann, und daher erhält man nach dem oben genannten Princip, indem man 
addirt: zu den Elementen der ersten Colonne diejenigen der letzten, multiplicirt in 
œ; zu den Elementen der zweiten Colonne diejenigen der letzten, multiplicirt in «,, 
und so fort: 








Ais Ay» LAN EN Ain K Cy 
Ay, os eeso Ar, Zo Qe 
a 2 Raped henge ete oe 
| A, i Ans hens cep RR: 
ES BN sia 2, a 
| 
| | 
| Oty Ce ee; 0 493 
| 


oder: 
‚= V+ H, Se V+ H. 


Ebenso kann man die Determinante P schreiben: 


ee be ae nt 
Ba ee Mae ES 
Ant 0,2 ARE Ca a 





und führt man die oben angegebene Operation aus, so hat man leicht: 
P = P +L, = PL. 
Diese Werthe von L und von H geben, substituirt in die Gleichung (56): 
(57.) M? = PV, — VP.. | 

Haben wir V als die reciproke Function von U bezeichnet, so wird offenbar 

V, die reciproke Function der quadratischen Function: 
l U + (a2, + GI, + ..... + 0,2)? 

sein. 

Wenn wir n = 3 annehmen, so stellen die Gleichungen: 

U=0, Ut (æT, + 22, + Qars) = O 
zwei Kegelschnitte dar, welche doppelten Contact haben und die Gleichungen: 
V=0 , V,=0 

sind die entsprechenden reciproken Polaren. Nun kann nach Gleichung (57) die 


Gleichung V, =0 die Form: 
P,V/+M=0 


annehmen, welche zeigt, dass die beiden reciproken Polaren auch doppelten Contact 
haben, und dass die Berührungssehne die durch die Gleichung: 


M= 0 
dargestellte Gerade ist. 
Ein analoges Theorem findet für die Oberflächen zweiten Grades statt.*) 


§. 7. Von den Eigenschaften der Unterdeterminanten. 


Man nennt Unterdeterminante einer vollständigen Determinante: 


ELET 2 1,n 

a PEST EN ITE a. 
P = 2,1 2,2 2,n 
n,1 An y i ann 





die Determinante, welche man erhalt, wenn man eine beliebige Anzahl Reihen und 
Colonnen der vollständigen Determinante auslässt. Die Ordnung der Unterdeter- 





*) Crelle. Journal für die Mathematik. Band 31. 


minante wird durch die Anzahl der Reihen und Colonnen bestimmt, welche ausge- 
lassen worden sind; so dass die Determinante: 





CET gate pee 
= 12 1,2 1,n—m 
Gar da Mir yy Bre 
(58 ) 2,1 2,2 2,n—m 
-..—. .r, ....:”.....n.....„.........”. N 
NEE IE EN a | 
n—m,1 ~n—m,2 n—M,N—mM | 


i 


eine Unterdeterminante der m‘™ Ordnung ist. Wenn für die Hauptelemente der 
Unterdeterminante die ersten und zweiten Indices gleich sind, wie dies in der De- 
terminante (58) stattfindet, so heisst die Unterdeterminante eine Hauptunterdeterminante. 

Um eine Bezeichnung für diese Art von Determinanten festsetzen zu kön- 
nen, wollen wir die Unterdeterminanten der m*" Ordnung der Determinante P be- 
trachten. Wir bilden die: 


nal)... G@-m+t) 


Ira, m 
Combinationen m*“ Classe der Indices 1, 2..... n und ordnen dieselben nach einem 


bestimmten Gesetz, indem wir z. B. mit derjenigen anfangen, in der das Produkt 
der Indices am kleinsten ist, und dann die’ andern so folgen lassen, dass dies Pro- 
dukt stets wächst. Den so geordneten Combinationen lassen wir die Zahlen: 


entsprechen. 

Seien r, s zwei von diesen Zahlen; wenn man nun in der Determinante P 
alle die Elemente unterdrückt, deren erster Index in der Combination r enthalten 
ist, und ebenso alle die, deren zweiter Index in der Combination s enthalten ist, so 
werden die Elemente, welche zurückbleiben, eine Unterdeterminante der Ordnung m 
bilden. Wir wollen diese Determinante durch das Symbol ™P,, bezeichnen; das 
Symbol (P,, wird also eine Hauptunterdeterminante der m!® Ordnung darstellen. 
Es ist klar, dass die Anzahl der Unterdeterminanten der m'® Ordnung.im Allge- 
meinen dem Quadrate der Zahl u gleich sein wird, so dass man aus ihnen die De- 
terminante: Ai 
| EIERN WOR, a ceo DR, 


| (m) (m) D (m) 
| Paa / pe iar aa P, u 








bilden kann. 

Diese Determinanten von Unterdeterminanten sind zuerst von Hrn. Cauchy”) 
betrachtet und von ihm derövirte Determinanten genannt worden. 

Complement der Unterdeterminante “,, heisst die Unterdeterminante dea 


*) Journal de l'École Polytechnique. Cahier 17. 


(n — m) Ordnung, welche man aus der Determinante P erhält, wenn man in ihr 
nur diejenigen Elemente stehen lässt, deren erster Index in der Combination r und 
deren zweiter Index in der Combination s enthalten ist. Dieses Complement kann 
durch das Symbol @-™p_,_, bezeichnet werden, und das Complement der Deter- 


minante (58) wiirde: 








are We A 41,0+2 gs | Ss Airin 

| CIRCENE A, 79,0+2 "dien RER | 
ER A IR RER <] 
Go a avt A R, R n 


sein, wo n —m =v gesetzt ist. Die aus den Complementen der, die Determinante 
(Su bildenden, Determinanten zusammengesetzte Determinante kann man mit "=S, 
bezeichnen; und die Determinanten “”)§,, 2S, heissen complementäre derivirte 
Determinanten | | 

Erinnert man sich an die im $. 3. auseinandergesetzte Regel für die Bil- 
dung der Determinanten, so wird man leicht die Richtigkeit der beiden Gleichungen: 


(693) DR am OAS) coche ages OB yO ER ae 
IE ERS oe aati aia ee ie eli BADER RO 
einsehen. 
Wenn wir in diesen Gleichungen r und s gleich 1, 2, 3..... u setzen, so ha- 


ben wir u? Gleichungen, aus welchen wir mit Anwendung der Regel für die Multi- 
plikation der Determinanten erhalten: 
(m) S, (n=m) S, ep 
Die Formel (43) folgt aus dieser, wenn man m = 1 setzt. 


Wir wollen bemerken, dass nach dem, was wir über die Bezeichnung der 
Unterdeterminanten festgesetzt haben, die Gleichung (36) die Form: 


Q ge = R, a Ora ae OR.» ae OR, te Beek a RR hii a Sa 
annimmt, ebenso konnte die Gleichung (88) geschrieben werden: 
2 2 ~2)} eg 2 _2 
Q ; Be, T ; 'R,ı ie ORT, ae R, = a, F... a0: aes s AREA 


nin— 1) 


2 





wo i = gesetzt ist; und im Allgemeinen führt die mmalige Differentia- 


tion der Gleichung: 
PO=R 
offenbar auf die Gleichung: 
UBER pen OR, RO S a EN ur ie + OR, , GR! 
Wenn man in dieser s = 1, 2,3... u setzt, so erhält man u Gleichungen, 
welche, nach der Reihe mit: 
mo; OT, Br ™O , 


PAEA, in neo 


multiplicirt und addirt, mit Rücksicht auf: 
OO ag ae. ich: ets a si a ot oe, (n—m) Q ie Q 


U 


(60.) | x i 
DE RR A EN Re Be 4 (m) 0... RER Oa Bay) 


die folgende geben: 
(61.) ED, DON T VEP g eh N) RB N nor 2 ie 


Die Gleichung (33) erhält man aus dieser, wenn man m = 1 setzt. Wenn 
wir r = s annehmen, und die einander entsprechenden Elemente der Determinanten 
P und Q auch einander gleich setzen, so erhalten wir: 


(62.) (BP IN ER AR Ne BER WAR, p 
Bezeichnet man mit ®T', , V, die derivirten Determinanten der Determi- 


nanten Q , R, so folgt aus (61): 
MS, RT: Br my, 


und analog: 
ag MIR: — (n—m) V, à 
Mittelst der Gleichungen (59) (60) wird man eine Gleichung erhalten kön- 
nen, welche die Gleichung (39) als einen besondern Fall enthält. Durch Rechnun- 
gen, welche denen analog sind, die zu dieser letzten Gleichung führten, erhält man 
leicht: 


(63.) PQ va H, Kı T H, er Tor. na A, , K, u 
wo 
n —m) P m —m m 2 
Ho = ¢ 10s, res. las T OR si bie jay =s +... + cst ba i N, 
Ki; Ask SD. Ge ER a Ve en RN: ar oe LE VEE 


Die Formel für die Zerfällung (63) verdanken wir Herrn Sylwester *). 


Anwendungen. 
1. Es stelle: 
U Ez =, =, a. Ar w 
` eine quadratische Function von nVariabeln dar. Transformirt man diese Function 
in eine andere: 


i i ikea: he Uae Ui ear a ph N sb A 
Dy = Cio ++... +6, 9%, 
Wogan. end eg, Byte... + Can t 


so hat man bekanntlich: 





*) Philosophical Magazine. 1851. 


(64.) A =A =c h ste dh SA Fe 


723 sr HE 


Wir wollen nun annehmen, dass die Function U in die Function V mittelst 
einer orthogonalen Substitution übergegangen sei, so dass die Coefficienten c,, der 
Substitution den Gleichungen: 


2 2 ya 
eae ees en +c. 1 
Tii E pura ‚2 C9 Horn whe Con smn 0 
gentigen, und also: 
— gt pate... +) = sit sit... +2, 


Es ist bekannt, dass in diesem Falle die Function V auf die Form: 
V = 5, Arz 


gebracht werden kann, und dass die Coefficienten A, die Wurzeln der Gleichung 
nen Grades: 





a i a 4 A, s... Ain 
: a. Dye heat a. 
(65.) ice i) ie 2,1 2,2 2,n Re) 
¢ G4 a, by AS SAG a, Fe i 





sind. 

Diese Gleichung, auf welche zuerst Laplace*) in seinen Untersuchungen über 
die sacularen Ungleichheiten der Planeten stiess, und welche zu den ersten Arbei- 
‚ten dieses Geometers über die- Determinanten Veranlassung gab, hat n reelle Wur- 
zeln, wie schon Borchardt und Jacobi””) bewiesen haben. Erinnert man sich an die 
Art, wie diese Eigenschaft im $. 5 für die Gleichung dritten Grades von derselben 
Form bewiesen wurde, und setzt: 





Mel a a, 12, il F a9 as 9 renden + Oe a, n 
und also: 
> Nene. x 
PEE N NE Ain 
22 
: Xs 4 Ma Bee: Xo n 
TASH 2) = : < 
P eR Z 
n,1 a e Ann A | 





so ist klar, dass die Realität der Wurzeln der Gleichung (65) bewiesen ist, so- 
bald man gezeigt hat, dass alle Coefficienten der verschiedenen Potenzen von A in 
der Gleichung: 


(66.) CYSS H =i” H, H H, 


n 


a9 Aen-4 oes i hae Hy 


positiv sind: 


> 





*) Histoire de l'Académie des Sciences, Année 1772, 
**) Journal de Liouville. Tome 12, — Jacobi. Mathematische Werke, Band I, 
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rae e, 


Nun entsteht aber offenbar der Coefficient von 2?” aus der Summe der Haupt- 
unterdeterminanten m** Ordnung der Determinante: 





x Mes fen wes he x i 
11 Aae in 
| Hag X .% 
| #9 4 "2,2 2,n | 
ee ee ee | 
| 
| | 
Ack Vuh 2 ar “nn 





Bezeichnet man mit R,» irgend eine dieser Hauptunterdeterminanten und 
mit P die Determinante f(0), und bemerkt, dass zwischen der Determinante R,, und 
den Unterdeterminanten der Determinante P die Gleichung (62) besteht, so folgt hier- 
aus, dass der Coefficient Hm gleich ist der Summe der Quadrate aller Unterdetermi- 
nanten mt Ordnung der Determinante P. Also müssen alle Coefficienten der Gleichung 
(66) positiv und die Wurzeln der Gleichung (65) reell sein. 

2. Während wir die Bezeichnungen der Anwendung 1 beibehalten, bedeute 
N die Determinante: 


| N, As ey A, 
| 5 
ware A, A,» bite et A, ,, 
| 
| nil LIEST A | 





‘Welches auch die lineäre Substitution sei, vermittelst der man die Function 
U in die Function V transformirt, so findet doch zwischen den Unterdeterminanten 
der Determinante P und den Unterdeterminanten der Determinante N stets eine 
wichtige Relation statt, welche wir entwickeln wollen. Man bemerke, dass, da nach 


Gleichung (64): | 
N=QR 
ist, wir analog mit (61): 


0 i OR, HMO: er Same eo, IR) Paes ON, , 
haben; durch Bestimmung der Werthe von: 


Ur un ™R, Bihu (m)R 


U,s 
aus derselben Gleichung (61), und Substitution derselben in die obige, folgt: 
MEN N = PR REIN De Mae chee DO ee in ir a0, | 


was die angekiindigte Relation ist, Wenn man in dieser Gleichung v = s setzt und 
dann s=1, 2..... u, so erhält man die Gleichung: 


N’ (m) NIE N m) m) (m) (m) P (m) (m) | 
EAN, eR FO iO IP Or ON 


welche für: 
= M 
übergeht in: 


ae IE BAR, 


= oe ,) 1) NV 
D Vaa ie =, ee MU ww ied (m M.o +- ..... + (m) ae RA ? 


Dies letztere Resultat könnte man auch direct erhalten, da PM = N ist. 
Wenn die lineäre Substitution, durch welche U in V übergeht, orthogonal 
ist, so hat man offenbar: 


A 


iM 2 = Í mM = 0 
3 
und daher: 
> MN = 5 (mp 
s 8,8 s 5,8 


eine bekannte Formel. 


9 


3, Man nehme an, dass in. den beiden quadratischen Functionen U, V sei: 


(67 ) Ars ag as, a ri s1 + 172432 meee ars ry 
AL, Ar A. iz Viris IN Var as ee Eya rd ns 
In diesem Falle sind jene Functionen unter sich gleich, das heisst, man 
kann sie mittelst einer lineären Substitution auf ein und dieselbe zurückführen. In 
der That, bezeichnet man mit H die Determinante: 








ae tn es NE in 

Fo gif gore vet Van 

Cni n2 Fan 
so wird man nach (67) haben: 

Ps Ns H 


‘das heisst, die Determinanten P, N, welche man erhält, indem man das Quadrat der 
Determinante H Reihen- oder Colonnenweise bildet, werden unter sich im Werth 
gleich, aber in der Form verschieden. sein. Die Gleichheit der beiden Functionen 
U, V ist bewiesen, sobald gezeigt ist, dass die Coefficienten derselben Potenzen von 
) in den beiden Gleichungen n!® Grades: 








i oi | 
| By Ah yy en Gun Ay, yi A,, uses ela An, | 

| e ; 

KR As 5 Ai ace Ay 0 | 4% Ay, > el Tea A,, ER 
| — = 

| MIE 

| a, 1 a, ar Wa ate han A Ans As u... A / | 


unter sich gleich sind. 

Wir bemerken, dass der Coefficient von 4” in der ersten Gleichung aus 
der Summe der Hauptunterdeterminanten der m!" Ordnung der Determinante P ge- 
bildet ist, und der Coefficient von 4” in der zweiten Gleichung aus der Summe der 
Hauptunterdeterminanten der mt Ordnung der Determinante N. Da wir nun 


/ 


wissen, dass: 


6* 


BR. | meen 


Hig Sr (PEN H (RH N a he ms (e 
NN Ti PHL ER (EN Riise. Hr (EUH N 


so besteht die Gleichung: 

2, ven: „= =. (m) N, . 
das heisst, die beiden Coefficienten von 4“ in den beiden obigen Gleichungen sind 
identisch. - 

Beispiel. Die Ellipsoide, welche durch die beiden Gleichungen: 


(as + byy +013)? + (as + bay + 633)” + (aat + bsy + ¢33)? = 
(a2 + ay +033)? + (bit + day + O33)? + (T + Cy + 632)” 


NEN 


I 


dargestellt sind, sind unter sich congruent.*) 
4. Das System lineärer algebraischer Gleichungen: 


A, 0, + A oTa +... +4,2,=u 

: Og By Et an + Gy, ©, = Uy 
(68.) 

ARE 2 F apata iz Rn, 


in welchem n >s ist, heisst ein überbestimmtes System, da es aus einer grösseren 
Anzahl von Gleichungen besteht, als zur Bestimmung der Werthe der unbekannten 
Grössen nöthig ist. | 


Nehmen wir an, dass die Grössen Ua Ua ün unter sich durch die- 
s Gleichungen: 
Cl iC, r +e ju, = 
(69.) Col LEN En hs. +C oU, = d, 
ut, UF... Gratin = ; 
verbunden seien, und substituiren in diesen für die Grössen u,, us ..... u, die aus 


den Gleichungen (68) gegebenen Werthe, so erhalten wir: 


h, i2 + h, 12, EAR +h 12, = 2% 
his 1+ h, t+ Maar + he, v, 
(70,) 
RE he er ze he +h, , ©, i Di 
wo: 
\ (71.) Qir Os + Qar Ca s+ Pena Tai 7 h, . 


Aus den Gleichungen (70) fliessen die folgenden: 





= 


*) Nouvelles Annales de Mathematiques rédigées par M, Terquem, Juillet 1853, 





dH dH dH 
Hr, Fern vi T Re e ler, ler we 
dh, 2 dh, , dh,, 
N, dH dE dH 
RE *dhy "Pr dh, Ya "dh,, 
` dA dH dH 
He a 0, Wut... Die 
dh, "dh, ‘dh, 
in welchen H die Determinante 
11 hiz : his | 
| | 
| hy, hs a sth ne hy, | 
TR NE | 
NE EUR | 
; | hı h, as A, | 
darstellt; wenn man in diesen letzten Gleichungen für v, ð, 


v, die aus den 


Gleichungen (69) gegebenen Werthe setzt, so wird man die Gleichungen: 














ae “14 u, F Xio Uy +... ot And, 
Hr, = %, u + Xg o Uy +... Re Ge aa 
Hr, = x, 1 U, + H%,9 Uy +... HR U, 
erhalten, wo: 
dH dH dH 
re nt ty xe aa 
wL r,2 rs 
Nun bemerke man, dass nach (71): 
dh 
Cis 5 = 
. da, , 
ist, und also: 
dH 
= 
ri 
. . Ua, 
Diese Werthe liefern: 
H dH $ dH tn x dH 
Yun N RN U. rt N. = l ee oie 
1 1 2 | 
da, | da, | ” da, ı 
H dH a. dH s df 
Teh = ee Uses í 3 
2 2 
(72.) i 2 da, 5 da, 4 2 das 
a dH fr dH M dil 
r = Uu, — tu —H... u -—- 
a 1 da,, COM Aay 


Die Determinante H ist eine Hauptunterdeterminante der (n—s)'" Ordnung 
der Determinante R (Gleichung 28); wenn man dieselbe also nach den Bestimmungen 
v 


aie ANA 


im §. 7. mit dem Symbol ©—9R bezeichnet, so wird man analog mit der Glei- 
chung‘ (61): | 
4 MR (eet) > AR RG (n—s) (n—s) 
ie H = Hay Pr >, E, Q 


cur 


haben. Daher nehmen die Gleichungen (72) die Form an: 














(n—s) (n—s) 
d R d 
per (n—s) (n—s) ia (n—s) ur (n—s) u 
nn Vo N ON Sr u,2, Qi da eine BE hoe >, Q, da 
; dal n,i 
i TA oss 
N s : \ d” SP Ae "pP l 
ir > "p ERO Bey ELMO vas ur SR ER Rh > oe) Wa 
3 a, u, U 17%? ur da EEE ur du 
(73.) 1,2 n,2 
(n—s) (n—s) 
as TER PIRO i y (n—s) d Rer $ a 7Y wO d Fur 
Soe u, ur Yan Cus da Roy A Vi Te my u da 
1,3 N,S 


ri D . EN A 2 
Wir bemerken, dass die Determinante fe ie as nur eine Anzahl s® von den 


Elementen enthalt, welche die Determinante P bilden, und dass die ersten Indices 
dieser Elemente in der Combination u nicht enthalten sein dürfen. Bezeichnen 


wir mit: 


a [OBA Ab A a eis a 
ri 1 yl TEL 

a CO eS SER AN a 
>) n O 2 
ry? Ty? rs 

j 

a, 5 a, SR OAS a, $ 

tay 2 s 








die Determinante “P , so werden die Gleichtingen (73) in die Gleichungen: 





ur \ 
( (n=s) (n—s) 
AETR dep | 
(n—Ss) (n—s) w (n—s) j ur ur 
) = ua es. ; 
A BE Quer <, Cur) i da, ; He anden ar u: da, | 
{ 12 s’ 
(n—s) tnts) n (n—s \ . "Ur ur 
T > 7 Ysi r 5 yy a ae =, ne, L T 2... +u ——— 
2 f , > 1 da, > i da 9 
(74.) l 2 " 
= (n—s) 
1 MP NP 
SE (n—s) (ns), PRENI (n—s) \ IR un 
v=, Fiy. Qur ET ‘aeegt Sur Ir da, , E.. = Ur da, j T 
1° s 


übergehen, wo f1, Tọ- T, Zahlen sind, die unter sich verschieden, und aus der 


Reihe 1, 2, 3.... n genommen sind. 
Wenn nun aus s unter den Gleichungen (68) die Werthe von z,, 29.... £ 


S 


bestimmt werden, z. B. aus denen, in welchen die Grössen w, U .....u, die Indices 


Tis %.-...r, haben, so erhalten wir die Gleichungen: 











(x ) Rp a, NE RR. u 2 
u El ates ogi AN de 
PE 73 al 
—s) a 
(n—s) Ms a de ides r 
(T3) AN ser id da Ho edigh Eu, were 
(75.) h ine „2 4 : a, ‚2 
oe a Ms (ent E FEA E e E a O à 
/ } MD l R=s)p 
(n-s) Ur N) 
(z) P, EN TR MEE, +u eM th 
' 1 da. , ", aa 
1? s? 
a PA in Klammern geschlossen sind, weil sie aus einem überbestimmten 


System hergeleitet sind. Durch Vergleichung der Gleichungen (74) (75) hat man 
daher: 




















EAEE TEMES) y Rp (n-s 1 un Pt one 
re Seen: Zu Qar) , Du KG Aa 2) i Tie t ur Rar) 
LU 3 (2—8) (n—s) yee ar x 1n=s). ERS DAN: RT le © (n—s) (n—s) 74 

y i ` K 
+, ne Our TER E: Qa. mr Tay hae 
und wenn die Coefficienten der Grössen s4, 7,..... in den Gleichungen (68) identisch 
mit denen der Grössen u,, %,.... in den Gleichungen (69) gesetzt würden, so 
würde kommen: 
5% ((n-s) 2 y ( (ns) 2 x ((n—s) 2, 
ao EN Py) (zı) he Di P..,) (v2) p en Baa} (xs) 
LAT: o 9 2 = z ose s = 4 e . 
> ((n—s) 2 (n—s) 2 y (ns) 2 
>, ( Pe) PN pa) Di dei) 


Ss. 8 Von den überschlagenen und symmetrischen 
Determinanten. 


Eine Determinante P, deren Elemente die Gleichung: 
Ms T a =0 


erfüllen, heisst überschlagen (gobbo). Wenn die Elemente ausser dieser Bedingung 
auch noch die zweite: 

Orr T Q Ir 
erfüllen, so nennt man die überschlagene Determinante symmetrisch. 

Die Betrachtung der symmetrischen überschlagenen Determinanten ist der- 
jenigen der einfach überschlagenen Determinanten voran zu stellen, weil man diese 
vermittelst der erstern ausdrücken kann. Um diese Eigenschaft zu beweisen, wollen 
wir bemerken, dass man im Allgemeinen jede Determinante P mittelst Determinanten 
ausdrücken kann, in denen die Hauptelemente Null sind. In der That, bezeichnen 


wir mit P, die Determinante, in welcher die Hauptelemente gleich Null gesetzt sind, 
und mit CUPS). eine Hauptunterdeterminante der m!® Ordnung der Determinante P, 


in welcher statt der Hauptelemente Null gesetzt ist, so haben wir: 


y PS Petia (OP) Saya, as, (Br Figs dan 


ry r,r 8,8 








Beispiel. 

By 0 
la An. Bia Bg Oy, | DER 
| Oe Po Yo |= | G2 ! rn | +e Po +7 | + 0 fz73 
; As 0 as, 0. | PER j 
| as Ps ys ts Ps O | 





Wenn nun die Determinante P überschlagen ist, so sind offenbar die Haupt- 
unterdeterminanten Bo überschlagen und symmetrisch, und desshalb findet die 
oben genannte Eigenschaft statt. 

Die überschlagenen symmetrischen Determinanten unterscheiden sich von 
allen andern Arten von Determinanten durch die beiden folgenden, ihnen eigenthüm- 
lichen Eigenschaften: 

1: Jede symmetrische überschlagene Determinante ungerader Ordnung ist 
gleich Null. In der That, bemerken wir, dass die Entwicklung der Determinante P, 
vorausgesetzt, dass dieselbe symmetrisch und von ungerader Ordnung sei, die bei- 
den Terme enthalten wird: 











Q By gs ates, Oy Mag asl As a 
AL @,_13 Ur | Der a r—1,n 
= m a. a 4 : I 
pete TLRS a 
r+1,2 ~7r4+1,3 "7° °° r+1,s—1 O44 544 hy de Destin 
x 
ee afl ole) wlaledaetatictw key helsletctsiaieleeierels dm stalere) «lala ale ‚7 alte | 
a, 9 ER ne pea NHL a 0 
) 
| C D Aa: a PEA E a S Qon 
+a. a NEN aL s-ir—l "s-Lr+l oo" Glan 
LE Sel: 
412 ais en dar Osea rtd Pe Gan 
a, 9 a, 3 BER aes Qi rt | ee 0 


Wenn man nun die Elemente jeder Colonne dieser letztern Determinante 
mit — 1 multiplicirt, und bemerkt, dass die Colonnen in ungerader Anzahl vorhan- 
den sind, wenn n ungerade ist, und Rücksicht auf die Relation a,,+a,, = 0 nimmt, 


so wird der zweite Term geschrieben werden konnen: 





| 0 Gs o * eg he a, —1,2 REN Arial a2 
| ` 
By EA Fg gay E vs Oped gud ees Q, 5-1 
+ a,, G54 | 
| Mo sti 3,s+1 oe rl stl "r+Hl,s+1 re GH 
Be 7 ROE? 0 AR 0 


E 1 Virol tae 


r 


und da nun diese letzte Determinante identisch mit der Determinante des ersten 


Terms ist, und a 


a so heben sich beide Terme auf. Daher können in 


u, hir, nt 


aa 31 


der Entwicklung von P nur Terme von der Form: 


0 Gas TAG By tit) Ca nat ng, 
a 249 i aaah Os 3h aa El 0 r—L,r+1 nA r—1,n 
Eana 
JET ened 
r+1,2 41,3 Š r+1,r—1 Diane r+1,n 
| 
| Ane As Pant nr—1 Get bie ae 0 





bleiben, aber diese letzte Determinante ist symmetrisch, tiberschlagen und von der 
ungeraden Ordnung n — 2; mithin wird jede symmetrische iiberschlagene Determi- 
nante von ungerader Ordnung Null sein, sobald die symmetrische überschlagene 
Determinante von der dritten Ordnung gleich Null ist. Da aber die Entwicklung 
. dieser Determinante: 


= 


2,3 


a, 4 


2132 31% 20 


4,5, Gs 1 9 


ist, so findet diese Eigenschaft allgemein Statt. 
2. Eine überschlagene symmetrische Determinante gerader Ordnung ist ein 
Quadrat. In der That wird die Entwicklung der Determinante P die Terme enthalten: 

















0 az 3 5 Bs 1 Gyr 2° Fy | 0 A> 3 AAA Gr Br ee Aa n 
2 a,_1 9 71,3 ak 0 r—i,r+1 r—i,n 2 s—1,2 a Pig bore O Cry aos ha s—1,n 
a, a 
T I tiS 
| 41,2 SEIEN Ir Be rn Gr CS ST el 0 ar Fein 
i an2 Nyd 2 Ga n,r +1 de 0 a, 9 a3 oo... | ER ess. 0 | 
0 a haat ER T rE T an 
424, a i a12 s—1,3 pigs SOUNO ai —1 a— 1 red "Ren Ae in 
EESO, | 
A AS SFES A TA Coral Gr Baer s+1,n 
a, 9 a, 3 nyr—1 Darel 6 j 
Die Coefficienten von a? , a ,„=E=2a,,a,, können beziehlich durch: 
2 2 2 
di d P dP 
— | - -o 
da, , da, i da, , da, | da, „da, , 


dargestellt werden. 
Nun ist aber nach Formel (14): 


EP au de, DR A tcl 5 d’p dP dP 


BE iaki EN five 
Lr d ag ‚da, , da, , da,, da, , da, | da, ‚da, , da, , da, 





da 





als eine tiberschlagene symmetrische Determinante von ungerader Ordnung 


ii 


verschwindet. Diese Gleichungen geben mit Rücksicht auf die Relation: 


dP dP 





da,, >, da, 
welche offenbar fiir jede symmetrische tiberschlagene Determinante von gerader 
Ordnung gilt, die Gleichung: 


dP y Saa E d’P 


da, da, X da, „da, da, , da, | 


und diese ist der Ausdruck für die Eigenschaft, dass die Determinante P ein Qua- 
drat ist. 


Daher wird die Entwicklung der Determinante P die Form: 


; 2p 1 2p 142 
NL ge J Eas aa) wa RE ye 
$ l a da, da, f ra a le ‚da, „ 


annehmen können; oder allgemeiner; 





9 
EL 
T+ Pen Baer | 
Kur) ce "s (da, da 
wo @,,= @,, =.... = 0 zu setzen sind. Es ist zu beachten, dass die Determinante 
2 J | ` 
; 7 ein Quadrat ist, da sie eine symmetrische überschlagene Determinante von 
da da | 
TS, 8; 


der geraden Ordnung (n — 2) ist. 
Beispiel. 
Setzt man: 














QO Aizaga 
poi, | S21 OMe ata - 
434435 () Ay 
hg ara is ak) 
so ist 
1 | 142 
Q A; 4 3 0 As 4 2 0 By 5 3 
P = (4, = 931 u 
’ b | $ 
a3 0 | 1% 0 az 0 


oder auch: 


Bezeichnet man mit H die Quadratwurzel der Determinante P, so ist es 
wichtig zu beweisen, wie dieser Grösse eine Eigenschaft zukommt, welche analog 


Ba E 


\ $ 
einer der Haupteigenschaften der Determinanten ist. Differentiirt man`die Gleichung 
P = H’ nach a, , so erhält man: 

i dP Bond 
SR ee 


wo der Coefficient 2 fortgelassen ist, weil auf der linken Seite die Derivirte von P 
nach a,, die Determinante der a — 1t Ordnung darstellt, welche man aus P erhält, 


indem man die stè Colonne und die rte Reihe auslässt, ohne zu beachten dass a = 
S 2 
—a,, ist, während doch, wenn man den algebraischen Ausdruck H differentürt, diese 


Gleichheit in Betracht kommt. Quadrirt man die obige Gleichung, so hat man: 


dP )= dH ) 
da, , da 2) 
und da: 
TR (= ) 
da da, , da, 
so ist: 


nn} 





Dieser Werth in die Gleichung (77) substituirt, giebt: 


P=). 


nee S, (ar 4.) 


eine Gleichung, „welche eine Eigenschaft der Function H ergiebt, die einer bekann- 
ten Eigenschaft der Determinanten analog ist. 

Aber die characteristische Eigenschaft dieser Functionen H besteht darin, 
dass sie ihr Zeichen wechseln, sobald zwei Indices gegen einander permutirt werden. 
Wir wollen annehmen, dass in der Function H die Indices r,s gegen einander. per- 
mutirt würden, und das, was aus H nach dieser Permutation wird, mit H, bezeich- 
nen; dann hat man, da in den Termen von H, welche das Element a,, enthalten, 
keines der übrigen Elemente mit dem Index r oder s. behaftet ist: 


dH dH, 


da, da, , 


55 


und daher: 





Wenn nun aber diese Permutation in der Determinante P ausgeführt wird, 
so ändert diese ihren Werth nicht und lässt sich ‘leicht auf ihre ursprüngliche Form 
zurückführen, und also wird man nach Gleichung (78): 


dP aH, , di 


un RD hee a 


haben und folglich: 
H, ne FI. 4 
Es ist klar, dass wenn zwei Paare von Indices permutirt werden, das Zei- 
chen und der Werth von H ungeändert bleibt. i 


Anwendung. 


Bezeichnet man mit q,, 9,... q, n unabhängige Variabeln, von welchen die 


Coordinaten der Punkte eines bewegten Systems gegebene Functionen sind, mit T 
die halbe Summe der lebendigen Kräfte und mit p,, p, ... p, die Ausdrücke: 


aT dT dT 


dy dq’, sin dq „ 
so ist bekannt, dass die Formeln für die Variation der willkürlichen Constanten durch 
die störenden Kräfte Ausdrücke enthalten, die analog sind dem einen oder dem an- 
dern der beiden folgenden: 
(es dq. dp, dq, 
Ceci ER 
da, da, da, da, 


a = Sp, da; Tan, dp, 


in welchen r die Werthe 1, 2....2n hat und a,, a,.... a, 2n willkürliche Constanten 


2n 
sind, die bei der Integration der Bewegungsgleichungen eingeführt wurden. Herr 
Gay hat bewiesen, dass diese Ausdrücke durch 2n Gruppen von Gleichungen 


von der Art der folgenden: 


an, 
a, trat ---- +4, on 1, an 
} i = ® 
at A ----- +4, 9,099 ) 
PF 
(9 K 
z ( ) ia Er + Aaro Er t a 2n r, 2n 1 
a Con,1 + a, Con 2 ge T 8 2n“2n,2,n =) 


unter einander verbunden sind, wo der Kürze wegen: 
t 


la, f a,| = 6, (a, { a,) = 4, 
gesetzt ist. i 
Die Ausdrücke e,, , a,, erfüllen offenbar die Gleichungen: 


C en Ba) Cop Ae Cun ie a. = Ad, 


"8,8 S.S 4S 5,2 1,8 


daher werden die beiden Determinanten: 





*) Journal de Liouville T. 2. Comptes Rendus des séances de l'Académie des Sciences, Juillet 1853. 





RL 7 22 5 Bon OEA OPSET elk Ci 2n 
P By, ty i Dog en aaka Bs on ga Coy My has - “oon 
| ona!) Panay 75s Fon 2n Cos arcades. Con 2n 





überschlagene symmetrische Determinanten von gerader Ordnung sein. 
Wir bemerken, dass, nach den Gleichungen (79) und den ihnen analogen, 


zwischen den Determinanten P, Q die Relation: 








Pd =1 
besteht, und dass man aus denselben Gleichungen (79): 
1 dQ 
Gy EIE 0 de. 
erhält; setzt man nun Q = K’ so folgt, weil nach Gleichung (73): 
dQ, dK 
de ade ; 
offenbar : 
mes 
“rs = Kde, 


eine Gleichung, vermittelst welcher wir alle Werthe von (a, , a ) als Functionen 
von [a, , a,] erhalten. 


Wegen der beiden, für die überschlagenen symmetrischen Determinanten 
bewiesenen Eigenschaften, nimmt die Gleichung (76), wenn P irgend eine überschla- 


gene Determinante bedeutet, eine der beiden Formen an: 


eo . 2 pit y (2) 
für ein gerades nn P=P+223a,a,l E tb FO yg Yan 


> 
i . i 3 ERUNT (1) 
für ein ungerades n: P = > a... ( Poll a, G2, a 


À 32 nn" 
Wenn die Hauptelemente alle gleich Eins sind, werden die Formeln:, 
1((2) 
PSP tak a He | 
0 ii /0 
ay) gra) xs /(3) 
XC Piso T A P iho hove +1 

werden, und da die überschlagenen symmetrischen Determinanten von gerader Ord- 
(1) (2) ee ER ; 
nung Pore 2; ‚CC P,) U 8 W. Quadrate sind, so wird’ die Determinante f 


sowohl für den Fall, dass n gerade ist, wie für den, dass n ungerade ist, gleich 


einer Summe von Quadraten. 

Beispiel. Nehmen wir n = 4 an, so ist: 
2 
1 


4 
y= 


nz 2 
Fo (a; Gun 43 Tog Oye dyg) Ha, tag Ha 


und für n = 3: 


RA ey hatch vo 


Es mögen die beiden Gruppen von Gleichungen: 


Gy T+ A, Tat .-.-- ant Whe ST aT: + Oo id Fee a, Oy 
(80) Ay Ti+ RR RE +4,,T, U, tt... +4,57, v, 
ke Ka a2 RR Dn en ET he pk ba + Ay „Ta MERE An NER 


betrachtet werden, in welchen: 


Gym 2 
rr 7,8 37 


angenommen wird. Multiplicirt man die Gleichungen der ersten Gruppen nach der 


Reihe mit: | i 


CATE Sanus c, 


und addirt die Resultate, so kommt: 


(81) h,i, + hot Hoin. th, pI = 6,1 Uy Cot H nnn, +07, U, 
wo 
(82.) Oy, Op O94 gH en Ns 
ist. : 
Bezeichnet man mit P die überschlagene Determinante, welche aus den Ele- 
: : dP ; 
menten q,, gebildet ist, setzt a, = n und nimmt endlich an, dass: 
7 ; r,s 
(BB Vis Ba = 2o, 2 5) Pe = 20 5.0: Per Nagi? E Po. 20, 
sei, so folgt offenbar aus der Gleichung (82): 
h,, == 1 h.s = = Ais 
daher geht die Gleichung (81) über in: 
air ne Az „Tg +... HE A = Gl + C.o u, +... t Cr nUn 


und mit Rücksicht auf die zweite Gruppe der Gleichungen (80) erhält man die 
folgenden: 


Vi = 6, Uy F Coto H oee F Cin Un 
Vy = Co U, E Co gth + ....- + Cop U,, 
0, = ©, 1Uy + 6, oa +... TG, U 


Verfahrt man mit der zweiten Gruppe der Gleichungen analog wie mit der 
ersten Gruppe, so wird man zu den Gleichungen: 


Uy = C10, a Vg ese tio. 
Us = Ci Vy TE Coat + Te CL 9M, 
Uae OIE Ue ot | «ds +c 


gelangen. 


Cot 


By, ee 


Aus der Vergleichung dieser beiden letzten Gruppen von Gleichungen er- 


; i f ; . nn+ i . 
giebt sich, dass die Coefficienten e,, durch die Rn) Gleichungen: 


2 
Cir 13 + Co r C3 5 m... ing; Carns =v 
(84.) : : 3 
OF bn Cu tee ial +e, =] 


verbunden sind, und da die Anzahl dieser Coefficienten selbst n? ist, so können 


n n zene, 1 . . ee . ` ° ee ° N n — 1 . 
ae von ihnen willkürlich angenommen und die übrigen un als Functio- 
nen der ersten bestimmt werden; oder es können auch alle diese n? Coefficienten 
. n(n ae 1) . .. D ee . - . . 
als Functionen von ——5—~ willkürlichen Grössen bestimmt werden. Die durch die 


Gleichungen (83) gelieferten Werthe der Coefficienten c,, erfüllen diese Bedingun- 


gen genau, da sie offenbar den Gleichungen (84) genügen, und die Grössen a,» als 


: n(n—1) . 
Functionen welcher diese Coefficienten gegeben sind, von der Anzahl ieee) sind, 


Beispiel. Es sei: 


Ll vy —w | 
h=|—v 1 4åļs i+ Rtu’ t’? 
pe ELE 
so werden wir die neun Gleichungen: 
ha, = 1+ u? — v? hb, = 2(Au — v) he, = 2(4v + u) 
(85.) ha, = 2(Au +v) hb, = 1 + u? — 1? — v? he, = 2(uv — 4) 
has = 2(iv— u) hbs = 2(uv + 4) hey 1 + iu 
haben, und die Grössen a@,, dy ..... , welche dann durch die sechs Gleichungen: 
a+b tci l A, dz + 6,6, + ¢,c3 = VÖ 
a +b -g= l1 aias + bibs + ¢,¢3 = O 
a3 + p3 += l aaz + b,b3 + C, C3 = VÖ 


unter einander verbunden sind, werden die neun Cosinus der Winkel darstellen 
können, welche zwei Systeme von drei rechtwinkligen Achsen mit einander bilden. 
In diesem Falle lassen die willkürlichen Grössen 4, u, v eine geometrische Deutung 
zu, wie Herr Rodriguez*) gezeigt hat. 

Wir wollen bemerken, dass in dem Falle, wo zwei Achsen eines der beiden 
Systeme keinen rechten Winkel mit einander bilden, wo also: 


Az, + b> bs + C203 = W 





#) Journal de Liouville. T. V. Die von Herrn Rodriguez gefundenen Formeln unterscheiden 
sich nur in der Form von den von Huler und Lexell im XX. Bande der Novi Commentarii Academiae 


Petropolitanae 1775, gegebenen. 


on = aig 


sein würde, die Werthe der neun Cosinus als Functionen der drei Grössen 2, u, v 
und von w bestimmt werden können, denn für sechs dieser Cosinus z. B. für a,, Du: 
Ay, bz, c, können die obigen Werthe beibehalten werden, und die Werthe der drei 
Cosinus az da, cz werden als Functionen von 4, u, v, œw vermittelst der bekannten 


Gleichungen gegeben: 
a(l — w*) = b,c, —bge, 5 DOA — w?) = oa; — Csa, , c(l — w?) = a,b; — a,b, 
und zugleich ist: 


At bs tee nls 


Anwendungen. 


1. Theorem. Die Determinante: 


na ER Ci'n | 
| 
pre CE ee Bub oe | 
| | 
een een | 
a | Ct Fe Eo rats N | 
5 ° 1 e . . T; `; ~ 
ist gleich Null, wenn r ungerade ist und ist gleich 2 p> wenn n gerade ist. ; 
In der That, substituirt man in der Determinante H für ¢,,, ¢,,..... die 
Werthe (83), so hat man: \ 
2 
Op ie a wear Oy 
\ SK a 
H ‘a 2 G19 Qag P ews cay 3 
in a toere, Cnn (Fr P 








und multiplicirt man diese letzte Determinante durch die Determinante P, so erhält 


man leicht: 
0) aio a, rien er ER 
o ERI 0 a a 
j Za 21 23 re 5 
[1 1.2. ha a ee p E Ae. 
Gt Big Giggs vn 0 


Wenn nun n ungerade ist, so wird die Determinante der rechten Seite, da 
sie überschlagen symmetrisch und von ungerader Ordnung ist, gleich Null, und da- 


2” P, 


her H = 0, und wenn n gerade ist, so wird H = ape 





In dem Falle, wo x = 3 ist, enthalt dieses Theorem den Beweis eines von 


u We 


Euler ausgesprochenen Satzes, der fiir die Bewegung eines festen Korpers gilt. *) 
Dieser Satz besteht darin, dass sich immer eine Gerade angeben lasst, welche durch 
einen willkürlichen Punkt des Körpers (Centrum) geht und sich mit ihm bewegt, 
von der Art, dass ihre Richtung nach Verlauf einer beliebigen Zeit parallel ihrer 
anfänglichen Richtung ist. Bezeichnet man mit x, y, z die Coordinaten eines Punktes 
des Körpers in Bezug auf drei ¿m Körper feste Achsen, so sind die Cosinus 
der Winkel, welche die durch jenen Punkt und durch das Centrum gehende Gerade 
anfangs mit drei 7m Raume festen Achsen bildet: 


Pa de Ue AR Be N ECE I 

Vie’ + y? + 27) ? V(2? er y? y 2) 9 V(x? NE y? + 2°) 
und die Cosinus der Winkel, welche dieselbe Gerade nach Verlauf einer beliebigen 
bestimmten Zeit mit diesen festen Achsen bildet: 


a,c + by +e aT + b,y + C32 zt + bay + C32 
V (a? + y? + 3?) Vie? + y? +2?) Va? + y? +") 
WO O's AE nr die neun Cosinus der Winkel u. s. w. sind. Daher sind für den 


Parallelismus der beiden Richtungen dieser Geraden die Gleichungen erforderlich: 
T= AT +. 5,4 +c, 
y = AT H bY HC , 


Zu ds bzy + 63% 
d. h. es müsste sein: 


a—l b, c 


as bs es—l 
was nach dem bewiesenen Theorem der Fall ist. 

Wir halten es nicht fiir unpassend, hinzuzufiigen, wie die geometrische Be- 
deutung der unbestimmten Grössen A, u, v, die oben erwähnt wurde, direkt gefun- 
den werden kann. Wir bemerken zu diesem Zwecke, dass aus den Gleichungen 
(85) folgt: 

ha, + ub, + ve, = 4 

Ady + Ub ve, = u, 

Ads Hubs Ves = 7 
daher können wir setzen: 


A=xcosa „u=xcosß , v = xcosy, 


wo x eine unbestimmte Grösse, und a, f, y die Winkel bedeuten, welche die Ge- 
rade, die in den beiden Lagen des Körpers parallele Richtungen hat, mit drei, im 
Körper festen, Achsen bildet. Wenn wir mit © den Neigungswinkel zweier Ebenen 


*) Theoria motus corporum rigidorum 1740, Dieser Satz ist von Piola vermittelst der Formeln von 
Monge in einer Abhandlung bewiesen, welche in den Atti della Società Italiana delle Scienze, 1839, ver- 
öffentlicht ist. 
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~ 


bezeichnen, von denen die eine durch die erste Lage der Geraden und eine der im 
Körper festen Achsen geht, während der Körper sich in der ursprünglichen Stellung 
befindet (ein Winkel, welcher sich nicht ändert, welches auch die Achse sei, die 
man betrachtet), so werden wir nach einer arten Formel die Glenn. 


a, = sin?a cos O + cos?« 
b, = sin’? cos O + cos? f 
Cs; = sin’y cos O + cos*y 
haben, aus denen: 
ai +b, +63 = 1 +2 cos 
folgt, und nach den Gleichungen (85): 
a Eee le 
In dieser Weise wird die Grösse & bestimmt, und wir erhalten: 
jou tang 10. cose, u =.tangéQ. cos? , = tang }0. cosy. 


Wir bemerken, dass das mechanische Theorem Euler’s dem folgenden geo- 
metrischen entspricht: Wenn zwei Systeme rechtwinkliger Achsen gegeben sind, 
welche einen gemeinsamen Ursprung haben, so kann man eine durch den Ursprung 
gehende Gerade bestimmen, um welche eins der beiden Systeme so gedreht werden 
kann, dass die Achsen desselben mit denen des andern Systems zusammenfallen. 
Es ist klar, dass in diesem Falle der Winkel © das Mass der Drehung ist. 

2. Nehmen wir an, dass a,, di, C13 Ga, 02, C23 As, ds, Cs die Cosinus der 
Winkel darstellen, welche drei rechtwinklige, in einem beweglichen Körper feste 
Achsen mit drei im Raume festen Achsen bilden, und bezeichnen mit p, q, r die 
Componenten der Winkelgeschwindigkeit des Körpers in Bezug auf die drei þe- 
weglichen Achsen, so haben wir, wie bekannt ist, die Gleichungen: 

pP = aza + baby + C309’ 
Ol as T Obl OCs 
r = 4,0, +0,b,)' + ee, 
wenn man in diesen für a, a, .... die Werthe (85) substituirt, so folgt: 
hp = 2(u'v—wr'— i) , hg = 20 hvk — u) , hr = 2(Vu — iu — 1) 
und daher: 
X = „(ru — qv — p — hm) 
(86.) ws = (pv — ri — q — um) 
v = (gå — pu—r — vm) 
wo der Kürze wegen: 


Ap+ug-+vr = m 
gesetzt ist. 


Diese letzten Gleichungen geben, wenn sie nach der Reihe mit 2, u, v mul- 
tiplieirt und dann addirt werden, leicht die Gleichung: 


k + mh = O 


RN 
und mit p, q, r multiplieirt und addirt, die Gleichung; 
w? + m? = — 2(i'p + wg + vr) 
wo w die Winkelgeschwindigkeit des Körpers ist. 
Wenn der Körper sich um einen festen Punkt dreht, und die drei mit dem- 
selben beweglichen Achsen Hauptachsen des Körpers sind; wenn ferner A, B, C 


die Hauptträgheitsmomente und T die halbe Summe der lebendigen Kräfte bedeu- 
ten, so ist: 


T= 5(Ap" + Bq? + Cr?) 


und setzt man: 





a aT ou a N dT 
wale, RR AD ok Hi dy 
so erhält man: 
L. : hu = Ap + Bgv — Cru 
1 ra \ 
(87.) =p he = — Apy + Ba + Cra 
iL 


aus hw = Apu—Bqi + Cr 


woraus: 
2Ap=w—-wu—u—ilo , 2Bq = wi —uv—v—us , 2Cr = uu — vh — w — vo 
folgt, während c = Au+ uv + vw ist. Nun hat man aber, wenn U die Kräftefunction 
bezeichnet, bekanntlich die Gleichungen: 
pa E eee 
ts Ca AL Val) ni oa ae 
| v 


a dh i du 
daher werden wir die Gleichungen: 


EBEN dU 


u = 5(po + um wich, ; 
v = 5(g0 + m+ pe Fe 2E 
q p i 


4 


Ye (ro + wm + qu — pv) + ue 
eam = = 
haben. 2 dy 


Diese Gleichungen zusammen mit den Gleichungen (86) sind die Differential- 
gleichungen für die Bewegung eines Körpers um einen festen Punkt unter der von 
Hamilton angegebenen Form. 

Wir bemerken noch: wenn der Körper bloss von augenblicklichen Kräften 
sollicitirt wird, und é, 7, 5 die Winkel bezeichnen, welche die Achse des beschleuni- 
genden Paares, die Achse des Impulsionspaares und die augenblickliche Drehungs- 
achse mit derjenigen Geraden bilden, ‘von welcher am Schluss der Anwendung 1. 
die Rede war (eine Gerade, welche von Herrn Cayley resultirende Achse ge- 

Q x 


SET kee 


nannt worden ist), ferner g, l, w das Moment des beschleunigenden Paares, das des 
' Impulsionspaares und die Winkelgeschwindigkeit des Körpers und wenn endlich: 


Aph + Bqu+Cv=w , Ay’. + Blu + Cv = & 
gesetzt ist, so finden die Gleichungen statt: 
p = g tang;0. cos , w=/tangiO. cosy , m= w tang}O. cose 
und da die Gleichungen (87) nach der Reihe mit 4, u, v multiplicirt und addirt, 
liefern: | 


ho + 2y = 0 
so folgt noch: 


o +1 sinO.cosy = 0, 

Die Nützlichkeit. dieser Formeln in der Behandlung des Problems der Be- 
wegung eines, von augenblicklichen Kräften sollicitirten, Körpers um einen festen 
Punkt, zeigt sich an den von Herrn Cayley*) in dieser Frage erhaltenen Resultaten. 


Eine Determinante P, deren conjugirte Elemente die Bedingung : 


Qs a a 


erfüllen, heisst symmetrische Determinante. 

Daher ist eine gerade Potenz von jeder beliebigen Determinante eine sym- 
metrische Determinante. Und da in einer symmetrischen Determinante P die in 
der rt Colonne stehenden Elemente denen gleich sind, welche die r Reihe bil- 
den, so ist: 


ab) ap 
da, S da, r 


das heisst, die Determinante mit reciproken Elementen von einer symmetrischen 
Determinante ist ebenfalls symmetrisch. Folglich werden die Werthe von z,, z,..... 2 


die aus dem System der algebraischen lineären Gleichungen (16. $. 4) in dem Falle, 
dass a,, = a,,, fliessen, die Form: 








A DENT: SEE 
Ti u, da + > U, da + reses tee 2 n daie 
1 1,2 1 
P > dP RN 
DE BETEN Lam + zu 
2 21 2 2 
d ’ da, , fe da, „ 
EN, EN A dP 
Go = 5, 7 tau Ai ae a Ah 
1 Fa! 272 n 
i da ; da, „ ; da, n 
dP . . ° Ld 
annehmen, wo dea: die, nach a,, genommene Derivirte der Entwicklung der sym- 
T.S 2 


3 


metrischen Determinante P bezeichnet. 





*) The Cambridge and Dublin Mathematical Journal, Vol, 1, 1846, 


pale gs onan 


Aus der Formel (14) erhält man für den Fall, dass P eine symmetrische 
Determinante ist: | 


ç 


WP dP AP GP y 


da. da da.. da. da.. 
> ’ vu S,S r,s 


I 


= () annimmt, so folgt: 





und wenn man 
Tr 





2 
Bs 

— haben entgegen- 
da 


TT SS 





das heisst, die beiden symmetrischen Determinanten P und 


gesetzte Zeichen. 
Zu der Klasse der symmetrischen Determinanten gehören auch die Deter- 
minanten von der Form: 





102 n 
a, a kira 
Biol Ware n+1 
gs ale an 
RAN, Fog ct 
fiir welche die durch die Gleichung: 
dH,,_ı 
= Hu. 
daoni 


ausgedrückte Eigenschaft gilt. 
Die characteristische Eigenschaft dieser Determinanten ist in der Theorie 


der Invarianten weiter entwickelt worden. 


Anwendung. 


Bezeichnet man mit $, die Summe der rte Potenzen der Wurzeln der 


Gleichung: 


7 —i 
V(x) =a, +a, tH... Har +2 =0 


so bestehen bekanntlich die Relationen: 


a So DS a 454 EN ce + a, Sa i T- Sa => 
G8, BG, 8. +a S, +5,,, =O 
POE T 2 n He... A a, Son—2 + 53,1 0 


aus diesen und aus V(r) = 0 erhält man durch Elimination der Coefficienten 


a5 Ay -e A): m 


Fig: TR tee S, 
BETT En 
V(t esa Seas a T v= 0 
Sn Sum Sa 
re x” 








Wir bemerken, dass der Werth dieser Determinante sich nicht ändert, wenn 
man zu den Elementen der zweiten Colonne nach der Reihe diejenigen der ersten, 
multiplicirt mit — x, hinzufügt, zu den Elementen der dritten Colonne die der zwei- 
ten, multiplicirt mit — r, und so fort, mithin ist: i 


| So ST Sa Si T E Sa — St 
| 
| s_— S, T Ss, = S.7 . eel —Ss T \ 
| 2 1 3 2 A +1 
Vie) = | ; f = 0 
| Be NR EN STREET RER METS saath Noted ENS da A ohm Pe Eee A 2 
n Sil Se ST ler £ Son 1 Sop aT | 





} 
| Ay Ayo cree Ain | 
| 

Ay, Ayo ++ Dy y 

aa Gn | 

inal AE pee ree 2 n,n 

darstellen, und mit V, die Determinante: 

Oy, Uy E, a, , 
DS 7 an | 
m'aco p ant 0,0, 9... 2 0 Le Die \ 
| 
Ne 


bezeichnen. 
Nach diesen Vorbereitungen kommen wir zum Beweise des folgenden 
Theorems. Die Ausdrücke, welche die Rerhe: 


n—1 Na ur 133 


bilden, besitzen die characteristische Eigenschaft der Sturm’schen Reste, das heisst, 
wenn für einen Werth von x die Function V, verschwindet, so sind die Functionen 


V 


Ls WV a denselben Werth von x von entgegengesetztem Zeichen. 


\ 


In der That bemerken wir, dass, da: 


we ES P 
f ne N da, , da 


r+1r+1 


ist, aus der Gleichung (14) folgt: 


Wenn daher V, für einen Werth von z verschwindet, 


ben Werth: 


Ale : 
Yad nr Te (=) 


r,r+1 


e 7 
das heisst, V, 


so wird fiir densel- 


und V,_, sind von entgegengesetztem Zeichen. 


$. 9. Von den Determinanten der Wurzeln der algebraischen 
Gleichungen und den Determinanten der particulären 
Integrale der lineären Differentialgleichungen. 


Es bedeute: 
i 
s” + Ae Fa + Aı2 + Ay =U 


eine algebraische Gleichung nt" Grades und es seien «y «z. 


selben. So werden die Gleichungen: i 
} OPADA oe pl ges PFA Git A, = 

y ; 

a +A, a ae +A,a,+ d4, = 0 

n n—1 N 

Ghee A alan te +A, e¢,+ 4, = 0 


identisch erfüllt. 
Multiplicirt man diese Gleichungen nach der Reihe 


> | oe F A 
Grössen a,,a,..... a, addirt die Resultate, und setzt: 
a4) 
a, +4, es +4, ( 
Ya +, +..... +4,46, =U 
(88.) ae 
Oi ON hs Oey Nr U ENR 
% 
a. & ee Dre 
det + 2 2 TE + nn 


so kommt offenbar: 


Wenn man nun: 


... &n die Wurzeln der- 


mit den unbestimmten 


N 





/ | Pte ah 1 
i: | a, Co Seta An Q a 
kN 2 2 2 
Ae E N a | 
ee te Laie ton Array ot atte eta terete weve | 
| n—1 n—1 n—1 
1 ae area ic a | 





und daher, indem man die gefundenen Werthe einsetzt: 


1 d h 
A=-—- ah opi ei iyne 2 fag 
5 PUPAN da, de, de, 
wo das Zeichen % die Summe der Produkte der Combinationen n — rt" Klasse 
oe Wurzeln oi; g, +... a, bedeuict. 


Wenn man r = n— 1 annimmt und mit F(z) den Ausdruck: 

















Pao ae anise a= i 
1 F’ («,) 9 2 F (æ) 5 eeren n F (a) 
und daher wird: 
tn. dA In pe eA ts ed ek 
een Rae ee ae 
Wir bemerken, dass: 
Ren tc 1 
| ly Ag ww aes 0A 
JAN u a me 
dat a N i 
a is 
(64 green a 





ist. Bezeichnet man daher diese Determinante mit A, und mit F, (s) den Ausdruck: 
(x ya ct) (a vie ct) u. (x 5 æ) ’ 


so kommt: 





Setzt man analog: = 








dA,’ dA dA, 
= me Ce 3 ave Ry = At = 3 
de, da, ; da, 4 

und: 
F(x) = (2-0,).....(@-0,) , F(x) = (#—a,).....e—a,).....F,_(@) =(e-a,_.)(e-e,), 
so erhalt man: 

ee Oe a 

He) A, de 0 FY) A, da, Re F, (4) A 
diese Gleichungen liefern, Glied. für Glied. wit einäuder multiplicirt: 

NE AI NCS YC) lia P C 

oder auch: | 
A = (@,— %) (4— Ru (ei a.) (a, a. (,—@,) (a, — a) nn (@,_,— fon) 


eine wichtige Relation, welche wir Vandermonde verdanken. 

Zu diesem Resultat kann man auch gelangen, indem man nur die Eigen- 
schaften der Determinanten benutzt. In der That erhält man, wenn man an der 
Determinante A die in der Anwendung 3 des $. 5 angegebene Transformation 
ausführt: 


Q, ~ Q a, — Xg ETAt- NL ram 
2 2 ER Ds 2 
A [a a, as Oy green N a 
—1 n—1 n—1 n—1 n—1 n—1 
Ce or‘ a, a, a: a. er As n—1 Dean n 


wenn man nun die erste Colonne durch œ, — «œz, die zweite durch a, — œ u. s. w. 
dividirt, so kommt: 





Lieto yale cl ati ee 1 
CE BOL eats tae DEAN a4 +g 
1 2 n—1 n 
A= (a0) (0—0). (Otg_3 On) 
— n—2 n—2 n—3 n—2 
O, +0, Ost... ts ie eee CaO, bee... +0, 


und führt man nun wieder an dieser letzten Determinante die oben genannte Trans- 
formation aus und dividirt dann die erste Colonne mit &,—«s, die zweite mit a.—a,, 


u. s. w., so erhält man: 


Berater a weten ale ee aan Ol pum N ie 


Pa a er a Br reer Ta a ar ee u ee er ar Er ur Zr rer 


A= (@,— Gy) ae IE hee æ) (2,—t,) EN ao.) | 


Pe re ae ee ee Ber BEE ET Te 





ih ERD eae 


und wiederholt man diese Operation (n—1) mal, so kommt man zu dem oben 
gefundenen Werthe von A. 
Aus demselben schliesst man leicht, dass die Werthe von xj, 7, ..... x, welche 


den Gleichungen: 











RE Ek a en +2, = 1 
CAE i a H 0... +e 0, =k 
az, + of, Are + of x, = k? 
off tide ua, Hoe. E oe = ke 
fliessen, sich "unter die Form: 
= it (e, — k) (@, a RR (Cn R 
; ; (a, — a) (æ — &) .-..- (e,— ty) 
=D ab nn 8 
(89.) 2 (a, pa @,) (a, T Gs) He (cz, — Gy) 
sy NON Sa ed ae | 
n (œ = c,) (a, —_ æ) RE (a, _,—@,, ‘ 


bringen lassen. | j 
Bezeichnet man mit s, die Summe der rt Potenzen der Wurzeln der vor- 
gelegten Gleichung, und bildet das Quadrat der Determinante A, so erhält man: 


ee ee 





und da nach (62): 
n-m —n 2 =m —m 2 
( au. a C ale) (E N A ie el. (E n An vy 


ist, so erhält man mit Rücksicht auf: 








Er Sy FÜRS arate m-i | 
| 
-Q en at | 1% 
(n=m) N 1 2 m (n—m) H Si s Sa | 
WU Pu a Be Ey Er Se Sc Br Er Se U, Eu 
ml m—i m—1 | i 
1 N pay m ) | | m z Somia 








die Gleichung: 





So si m— i1 
si Sa dines Oe 2 
See ~S. 


= 2 ia = tty) (æ — Gy) 2... (@, — &,,) 


m/ 


Anwendungen. 


(a, a a) en C MEA ie a) 


N 1. Eine Determinante, in welcher die Elemente, welche eine Reihe oder eine 
Colonne bilden, bestimmte, zwischen denselben Grenzen genommene, Integrale sind, 
lässt sich auf ein vielfaches Integral zurückführen. In einigen Fällen kann diese 
Transformation oder die reciproke, wenn sie sich ausführen lässt, bei der Unter- 
suchung des Werthes der Determinante oder des vielfachen Integrales nützlich sein. 
Um zu zeigen, wie man diese Transformation bewirken kann, betrachten wir die 


Determinante: 








a, 





re 2 nee 
—— dx, MR: ery OL 
Pal) Pn(Z,) 
1 1 
oa, e a 
ar EA dr, Shae E TAN dx, 
a, Palta) a, Pn(Ln) 
Thich ahh bars, oe en aR ane i ee Sie Pay" sae a 
<y n= —x, n 
Ser a N) ende, 
PaT) a Prap) 


J 


und bemerken, dass jeder Term der Entwicklung derselben ein bestimmtes viel- 
wird, folglich wird man diese Determinante 


faches Integral der nt Ordnung sein 


unter die Form: 


ea e "2 
Fl) Polo) 
e ae, e“ 27, 
P (4) P(T) 
L N— =g, n=l 
e Ir, é 2T 
p (1) PalTa) i 


serso e 


s...- 


..— on 08:2. 00». 


Bee 


bringen können; dieselbe Determinante wird mithin auch gleich sein dem vielfachen 


Integral: 


9* 


EEE yet 


2 Ban I en ea | 
de foe Mes fo en ae 
i J a a, i a, Pı (2,) Pa (z3) ne Pan (z,) 


A = (rt) (@,— #5) ..... (2, — 2) (@,— @).....: @_;—z,) 





wo: 


Mittelst einer dieser Transformationen. und eines Theorems iiber die parti- 
cularen Integrale der lineären Differentialgleichungen, das wir Herrn Liouville ver- 
danken und im Folgenden beweisen werden, ist es neuerlich Herrn 7issot*) ge- 
lungen, einige Resultate von Adel und von Roberts **) zu verallgemeinern. Die 
Determinanten von bestimmten Integralen waren übrigens schon von Herrn Catalan***) 
betrachtet worden. | 

2. Die homogene Function von ungerader Ordnung mit zwei Variabeln: 


zn+l 2n+1 


aT 





n  (@n+1)2n, mus 


+ (2n =+- Lax’ fea OY Stas int + (n+ 1)a ry” + G94 


2n+1 


heisst auf die canonische Form gebracht, wenn sie in: 
yie 


2n+1 2n+1 ; 
(pe +q) | Hipa +g) H H Pra? Hard 
transformirt ist. | 
Die 2(n+ 1) Unbekannten p,, p, .... Pass 95 Qo e+e Q,,, Werden vermittelst 


der 2(n +1) Gleichungen bestimmt, welche man erhält, indem man die Coefficienten 
derselben Potenzen von z in beiden Ausdrücken einander gleich setzt. Setzt man 


2n+1 . ‘ 
NUN 9; = Pi O15 % = 7%. Unig = Pasi na, Und p,  =c, so werden diese 2(r+-1) 
Gleichungen: 
CHO. HO HO 
pee aa as nm Aral reek ye A 
2 ee 
eray w Colo +... ot Cari Cat as 
Zn-+1 2n+1 anti | y 
cic 30503 ran. I a ana 
Wenn man aus den ersten n + 1 Gleichungen dieses Systems die Werthe von 
RL Na cı bestimmt, so erhält man n +1 Gleichungen, welche der folgenden 
analog sind: 
dA dA dA 
90. Creer, Fe oc: +a, — 
( ) P 1 Bd 2 da’ n+1 de” 
r r 


*) Journal de Liouville, Année 1852, . 
**) Abel, Oeuvres complètes, pag. 93, Tome 1. Journal de Liouville, 1851, 1852, 
***) Mémoires couronnés par l’Académie de Bruxelles. 1841. 





PEW Lee 1 
A TA MA a + 
a n n 
arte ar 


ist; und substituirt man diese Werthe in die (n+ 2) Gleichung, so wird man: 





ik > x ge At 
dars m Gig, pearly he GO BT ig aren OB OEE nn Cis 0 
erhalten, indem man sich erinnert, dass: | 
n+1 dA n+1 dA n+1 dA = 4+4 Ada & i 
a S $ + ra EDES - a s eg Lr Opa n—s+1 + 
1 da 2 d n+1 da 
1 2 n+1 
ee x ° . e p h of 
Analog erhält man durch Elimination von c,a,, Cæ, ..... Crei%na, aus der 2ten, 
ribose i (n + 3)" dieser Gleichungen: 
12 i 3, ce 
an3 RP a, oh Qi had hake) eae) S apr A, Ay mal eer HH rn Q 


Fährt man fort, in dieser Weise zu operiren, so wird man offenbar die fol- 
genden n + 1 Gleichungen erhalten: 


ha: —L er 
Bei, G44 M+ 4, My... = AM F Q 
(91.) Bis Gh, MAG. Ms -..-. amg = OU 
es ne 
lont Fy 41M F Oan My - EA May = O 
in denen: 
Bun y genes y 
m, = 3a, , m, = 20,0, m den. N 
ist. 
Wir bemerken. dass «.. a@...... © die Wurzeln der Gleichune: 
) 1? 2 n-+1 > 
n+1 n n—1 ad $ 
£x rm Ar m,..... +m, =9 


AR ET 
RE TE ä a 
n+2 n+1 2 1 = 
(92.) a 
$ Aonta INE LEN a, +2 n+l 
welche man erhält, indem man m,, m, ..... m „ aus dieser letzten und aus den 


Gleichungen (91) eliminirt. Durch Auflösung dieser Gleichung werden die Werthe 
@,,, bestimmt, und dann vermittelst der Gleichungen (90) diejenigen von 


ER cp aus denen dann die verlangten Werthe von p,, Po :-- Priis % NEE Gus 


folgen. Wir bemerken noch, dass die Gleichung (92) mittelst emer bereits benutzten 
Transformation zurückgeführt werden kann auf: 





| 3 n+l n+2 
| 
| AoT a an Dy ks n+2 n+8 = () 
| HrU e 
hen E A N RL LT... | 
| 

mere G42 Gr Aas FES Aonik ag 


betrachten, in welcher 4, ,, A,_s ......4, Functionen der Variabelen sein sollen, in 
Bezug auf welche die Differentialquotienten genommen sind. Es seien y,, y,..... y, n 
particuläre Integrale dieser Gleichung, und man setze: 
Ay F aY H-n + ay, = 0 
bees 
ANI en JR Pica: wera +ay, =) 
2 
(r) (r) OA 
ayi Hayy H n + a, 
(n—1) (n—1) (URE 
ay, Wart aoia aa + an 0 
so ist: 
Les tn) (n) (n) ; 
A, re (ay Hay, + er... + a4, ) 


N f 
wenn man nun aus den obigen Gleichungen die Werthe von a,, a, ..... a, bestimmt, 


2 
und in diese letzte substituirt, so erhält man: 


A=— È (y aA y” dA e oe y™ dA 
ick a AN E Te OEE 
wo | 
Y E AET: ee Yn 
yy Yo. N Vn. 
i= 
i? ae here wo | 








ist. Man bemerkt, dass aus der Differentiation dieser letzten Gleichung folgt: 





(m). dA Gy dhs. RAN 
98. Au my en en 
(93.) 1 aye T 2 dy? 1) Yn ee 
daher wird sein: 
A = A 
ERN PV 
A 
woraus folgt: y 
A na Cot Ayata A 


eine Formel, die von Herrn Léouville herrührt. 


X 


LE 


Mittelst der Gleichung N erhält man leicht die folgenden: 


sA Sf 
iyo N a Fe TA 


und daher: 


yo? dÀ ap Un 2) dÀ 
-\= Yi © en si, 5 (+ Fatih +t (Geen) 
2 y 
an) A (n—2) (n-2) 
A — Yi f my + Yo G A aan... T Yi 7) 
ye oro gta? di\ í 
zen dy, = ca 


wo in der letzten dieser Gleichungen r die Werthe 3, 4..... n annehmen kann. 
Nimmt man A =0 an, so hat man also N iohänzen, aus denen die Ver- 
































hältnisse: 


dA f dA f 2 di\ 
ae 1) = 1) YT T ere dyin? on ioe dy” -> 


fliessen, und daher: 











AA AAE OE Hoe GA a 
ay? TRN dye! teren Re? a, Qo . a 
wo @,, @,.....@, Constanten sind, Diese Werthe, in die identische Gleichung: 
hen er fags URE ont u 
substituirt, geben: 
air by ote ee 0 0, 


Aus der a N” sahne auch die en 


ENG JAN _ da’ 
oe EL a dy‘ Su gs BAR ıNn— tr. dy, dy, 


Indem man die vorletzte Gleichune einmal differentürt, die drittletzte zwei- 


mal und sofort, gelangt man zu der Gleichung: 


(z Doa {a (ar)? (=) a 
.) C a E a 


A A n 








1. Die Gleichung: 
A SR fe 


kann in der Form: 3 


BES! > Wie 


„0-9. dA vt fg dA >? ‘ aA _ 
In ayo”. dy yt oe n dh 


geschrieben werden, ebenso wird, wenn man setzt: 





B, dA 5 dA 
Ir) ın—1) 
dy, dy, 
sein: 
5 ` i | EN d 
(94.) ys By Bu) OR ad 


Wir bemerken, dass nach den bewiesenen Relationen zwischen den Coeffi- 
cienten einer lineären Differentialgleichung und den particulären Integralen derselben, 


die Ausdrücke y,, Yə ----- y„_, particuläre Integrale der Gleichung: 
a +B, ec weg, +B y + By, = 9 


sind, und daher wird nach einer bekannten Eigenschaft der linearen Differential- 
gleichungen das vollständige Integral der Gleichung (94) sein: 


Yn Hurt... m nk PR | 
wo 
dA 
a. a C t a pe reine 5 A; = H 
ist. 


Kennt man daher n— 1 particuläre Integrale -einer lineären Differentialglei- 
chung nt“ Ordnung, so kann man das n‘® als Function der n — 1 anderen bestim- 
men. Dieses wichtige Theorem rührt von Herrn Malmstén *) her. 

2. Bezeichnet man mit zv, y, s die Coordinaten eines Punktes einer doppelt 
 gekrümmten Linie, mit r, ọ die Radien der Krümmung und der Torsion, und setzt 
zur Abkürzung: 


» T yY & 
„ „ " eae 
m’ = g"? 4 y"? +2"? A = hg yl all 
INV, SIV AV 


so ist: 
‚dA dA 


= le ot an a 


vorausgesetzt, dass die Differentialquotienten nach dem Bogen genommen sind. Um ° 
die Linie zu bestimmen, für welche das Verhältniss — constant ist, differentiiren 
y 


wir diese letzte Gleichung und erhalten: 





*) Crelle Journal für die Mathematik, Band 39, 


ila RER 


m (2 dA , aA dA\ _ 0. 


4 WEI Vite wera T 
li dz 


(95.) m (cl EN oe y dy BS wA on) +3 
dy” 


Nun folgen aber aus den Gleichungen: 


a’ g” 73 y y” P g g” a 0 
N y y” N are? 
IV Tie hee Ty ; 

ae +yy #223 = — 3mm 

die Gleichungen: 
dA y dA dA ‚dä 
Ar = n(m + 3m! —— Ar =—m(m =, am E 7) AY =— nl < 45m’ wv) 
Aw ae ae Ij >? | dy” = dz" dz 


welche, nach der Reihe in 2’, y', # multiplicirt und addirt, nach (95), geben: 
Lip 20; 
und daher: 
a0 -4- by 4:08 = kk 


wo a, b, c, k constante Grössen sind, Die verlangte Linie wird daher eine Schrau- 
benlinie, welches auf einem Cylinder gezogen ist, dessen Generatrices einer be- 


stimmten Geraden parallel sind. *) 


$. 10. Von den Functionaldeterminanten. 


Es mögen y,, yy ..... y, n von einander unabhängige Functionen der Varia- 
Den 4 x, darstellen; bildet man die ersten partiellen Differentialquotienten 


dieser Functionen nach jeder der Variabelen, so erhält man n? Grössen, die analog 


., dy 
mit ae = y, (e) sind. Die Determinante: 
T 


es 

ne) la) ev) 
/ / 7 

Yo (2,) Yo (23) oS le Ya (2,) = ta (E 4; (4;) Yo, (23) a sie Yn (2,)) 


Na0en en nern 100 Teen 





heisst Functionaldeterminante, oder Determinante aus den ersten partiellen Diffe- 
rentialquotienten der Functionen y,, Yọ ..... y, nach den Variabelen z,, 2, ..... T. 


*) Monge Application de l'Analyse à la Geometrie. Cinquième édition, Note 1. 


10 


N RA dien 


Die Ordnung der Functionaldeterminante ist gleich der Anzahl der Functio- 
nen, und wird nur dann niedriger, wenn einige der Functionen den Variabelen 
gleich sind. Zum Beispiel wenn: 


T 


Ura el A IET age e 


wäre, so würde die Determinante sich auf: 
= (= Y1 (21) Ya (23) <--> H (z,) ) 


reduciren und also von der rt Ordnung sein. 
Wenn man aus den Gleichungen: 


lan wi) ey RN DT N AE TR, BIETEN v,) = Y, 
die Werthe von £j; 2, ..... z, bestimmt und diese Werthe in dieselben Gleichun- 
gen substituirt, so erhält man mittelst Differentiation die folgenden: 

(96) ep By (Y) I Y, (Ep) ty (y,) = 1 
de +) = 0 
und wenn man in den für v, gefundenenen Werth fiir y,, y, ..... y, ihre Werthe 
substituirt, so ergeben sich die Gleichungen: 
(97) ne de (yy) EN 12), (oe) Hot In) =. 
yi (a)r) + Y E)E, U) +, = O 
Bezeichnet man daher mit Q die Determinante: 
as En OREI CA om s, (Y,)) 
so wird man nach der bekannten Regel für die Multiplication der Determinanten: 
PQ=1 
erhalten. 
Wenn man in der zweiten der Gleichungen (96) s=1, 2..... n setzt, so er- 


hält man n Gleichungen, aus denen folgt: 


ee Nae oe 
(98.) Qy,/( ) dx, (y,) 


und analog folgt aus (97): 
Bh ia tt Nae 
(99.) Po, (y,) ne dy (@,) FE oe if 


und daher: 


dP dQ 
/ / EI PES EN 
a, U, E) dy (x) dx, (y,) 


Bezeichnen wir mit § die Determinante mit reciproken Elementen der Deter- 
minante P, so folgt, mit Rücksicht darauf, dass die Gleichung (48) für i = 0, r= s 
und r+c=n-+ 1 liefert: 

S = Pu 


n+1,n4-1 n,n 


oder: 
= E MEDVE (£1) un Yp E) P = Ah Cia ae Ge 
aus der Gleichung (99): | 
Ey lan a) le) SPEH Ey) «++ 2,4 (Ya) 
und analog: | 
HEr Y, ) T py (Yrr1) tenes Ta (Yn) = QE y @ Dye e) «+ CAED) 


Wenn man die Determinante Q nach y, differentiirt, so kommt: 


RE T E de, 


dy, = en dx (y) dı *: dy. 
oder nach Gleichung (98): 
0 d 





IT, y (x) 
dy. TOM dy d ; m r 


mM 
oder auch: 
de,‘(y,) 
dz 
: 





(ony) aed os 
dy. 


und da PQ = 1 ist, so kommt: 


> / 
dy. de, 


Aber: 
dP dP 
dy. lays =. de, wy.) 


durch Substitution erhalt man daher: 


eine Gleichung, die nach (99): 





da’ 
(101.) a he 
geschrieben werden kann, 
Wir bemerken, dass, da: 
P=a,, y (c) + ct. yz) +... +6, y,(2,) 
ist, auch nach obiger Gleichung: 


ns de, Y, de, oY, de, „Y 








ist. 
10% 


era, (ae 


Wir wollen annehmen, dass zwischen den Variabelen zj, £, ..... z, und den 
Functionén)y,, Yy -et y, die Gleichungen: 
i PE O ite =e es Pap = 0 
bestehen. Wenn man aus diesen die Werthe von yi, y,..... y, bestimmt, und die 


erhaltenen Werthe in dieselben Gleichungen substituirt, so werden diese offenbar 
erfüllt werden, und man wird daher: 


Pros dp, , CPi dp, 
un er... AL. er 
ay, (@,) dy, 1 G) Hot Ay, In (r, E 
erhalten, und daher wird nach der Multiplicationsregel sein; 
„49, do, 7 d dq 
el \ Bay BR nia ETEN (=; Pi ite 2 =) 
Se dy, dy, dz dr, de? 
Anwendung. 
Es mögen A, 4, m A, nFunctionen der Variabelen z,, 2, ..... x, bedeuten, 


und es möge die lineäre partielle Differentialgleichung erster Ordnung: 
SER DM isdn ee 
(103.) Ay, (2) +, Ay fo) Hoes + Ay (e,) = 9 
betrachtet werden. 
HIB SGEN Yio Yy rans: Ye > Y, a— 1 von einander unabhängige Lö- 


sungen dieser Gleichung, so wird man mittelst Substitution n — 1 identische Glei- 
chungen erhalten, aus denen sich die Verhältnisse: 


ergeben. 
Bezeichnet man mit M den gemeinsamen Werth dieser Verhältnisse, so 
wird offenbar: ° 3 


P= M (Ay, (@,) Ay (Sp) ing ome +A, y, (@,)) 
sein, und nach der Gleichung (101) wird man: 


dMA,. aM A, dM A 
(104.) AA 








haben. 

Die Grösse M, für welche die beiden in diesen beiden letzten Gleichungen 
ausgedrückten Eigenschaften stattfinden, ist von Jacobi *) der Multiplicator der par- 
tiellen Differentialgleichung (103), oder des Systems gewöhnlicher Differentialglei- 
chungen: 


*) Mathematische Werke, Band I, 


’ 


(105.) ige = Ai Ayr... yA 


genannt worden. 
Nehmen wir nun an, dass; 


B, = Ay (a) + Ay (@,) +... + Ay, @,) 
(106.) B, = A y, (z) z Agya (£3) I aae F Ay, &,) 
B, = Ay (&,) + 4,4, (T) Hesse + Ay, (@,) 
seien, in welchen B,, B, ..... B, Functionen von y,, Ya ....- y, sind. Difterentiirt 
man diese Gleichungen nach der Reihe nach y,, y, ..... y,, addirt die Resultate und 


erinnert sich, dass: 


HUY Sl dP 














| À ae dy, Sr P dx, 
ist, so erhalt man: | 
dB 1 dP dP r dP dd rd; dd 
wW R WA a ee Peri ae oe. AN 2 n 
TE Al + ar TE + A, a ie, + a Hose + u 
und da, fiir PQ = 1: 7 
irde Wired. 20 
P drh SARO U 
ist, so folgt: 4 
dB dQ dQ dO dA, dA, dA 
BE a an tg a 4 
=, dy, (Az x 2de, A On de, +0 de, Ae dr, ih iz de, 
Nun ist aber nach den Gleichungen (106) für jedes beliebige M: 
dMO dMO 7 dMO dMO `, dMọỌ | dMO 
nd — +. B = A — + A, —~ +... 
B, nt B, an + +b, T A T + A, ae + +A, T 


multiplicirt man daher die vorletzte Gleichung mit M und addirt sie zu dieser 
letzten Glied für Glied, so erhalt man: 











oz, MOB, _dMOB, dMOB, _ aie dMA, dMA, 
(107.) mt dee ee ern er ) 
Wir bemerken, dass, wegen: 
y = OM (z,) PA + y (E ehh + y CREA 


aus dem System der Gleichungen (105) das gleichbedeutende System: 
I Wy NDR. B, 
folst. 
Wenn: 


saeco RS a 


n— 2 Integrale des Systems (105) sind, so sind B,, B,..... Bpo identisch Null; und 
aus der Gleichung (107) folgt: 


i 











dMQB,_ı dMOB, dMA, dMA, dMA, 
RL Ce Re N i ial ) 
Nehmen wir an, dass der Multiplicator M in der Weise bestimmt sei, 
dass er: 
dMA, dMA, dMA, 
(108.) “aan re an Hase + ae = 0 


macht, so wird man fiir diesen Werth von M: 


ar atid 0 





dy, be dy, 


erhalten, das heisst, MQ wird, wie bekannt ist, der passende Multiplicator für die 
Integration der Gleichung: - 


By Bay 


nA mei e 
sein, und daher wird: 
SMO (B 3'i — B,_y,) = const. 
das letzte Integral der Gleichungen (105) sein. 

Hieraus folgt, dass, wenn man n — 2 Integrale der n— 1 Gleichungen (105) 
kennt, so wie einen Werth von M, der die Gleichung (108) erfüllt, das letzte 
Integral derselben Gleichungen von einer Quadratur abhängt. Diese von Jacobi 
gefundene Eigenschaft nennt derselbe: das Princip des letzten Multiplicators. 

Wir wollen nun sehen, wie man den Werth von M in dem System von Glei- 
chungen, die den Problemen der Mechanik ‘entsprechen, bestimmen kann. 


Bezeichnet T die halbe Summe der lebendigen Kräfte, U diẹ Kräftefunction, 
so kann man bekanntlich die Gleichungen der Mechanik in die Form: 


dg, d(T—U): dp. RATEU 
an ee 
bringen, wo r = 1, 2..... n zu Setzen ist. Setzt man: 
AT-D)_, E 
dp, ao dg, ; 


so sind diese Gleichungen gleichbedeutend mit: 
0:91:95: ike, Gn? Py Dy? Ws : Ph =1: Pi: Pater Pu: Qs? Oot ees Qn. 
Daher wird die mit (108) analoge Gleichung, durch welche der, diesem 
System von Gleichungen entsprechende Multiplicator M bestimmt wird, sein: 


¢ 





welche, ‘da offenbar: 


el, 
TE 
ist, übergeht in: 
i dM aM dM.” aM dM 
— +P, — +...... Dann — + .... Cpe 1), 
dt ean dq, ” dq, Er dp, ue + dp, 


Da diese Gleichung erfüllt wird, wenn wir M constant, oder der grösseren 
Einfachheit wegen M = 1 setzen, so folgt, dass der Multiplicator für die in die obige 
Form gebrachten Gleichungen der Mechanik Eins ist. 

Multiplicirt man die Gleichungen: 


y, (eu, Yu, + ~... + y (a, u, = 2, 
Yo (x Ju, + Yo (L Jug + ~... + yy (2,)u, = 2, 
N 
y (2 Ju, + 9, + + ya ue = 2, 
der Reihe nach mit 2,'(y,), 2, 9a) ----- ©,(y,) so kommt nach den Gleichungen (97): 


ae os (g) + VT, (Y) +... H 02, (Yp) 
und multiplicirt man analog die Gleichungen: 


y (2 )U, + y (T Jtg +... + y, (2u, = 0, 


yy (wy), + Ya (Do), + ~o... + y,,(a,)u,, = v, | 
y ı (@,)%, + Ya (T) us Torre. mh, n (Lp )Upy va 

mit £,(y,), 23 (y) -i x (y), so kommt nach (96): 
u, = oa U 2,04 (y NA + v, (Y) 


Wir setzen: 


y, (ey, 2) oe Y, EY, (tg) a ee Y, (x, us En) m A. FE A; 


109. ; l 
i ) ey, tens CALACA, + eee. rt w, (y e, (y,) T E., ae P 


substituiren in diese letzte Gleichung 1, 2, 3..... n anstatt s, und erhalten n Glei- 
chungen, aus denen sich, nach dem, was oben bewiesen ist, die folgenden Werthe 


von xy, ty (y,) -2a (Y,) ergeben: 


— 80 ER 


oU) = E OF E ge + Eye)” 





eu‘) = E, u, (23) + Epoa (2) + ..... + E, ,9,'(@3) 
X, y N T E, (@,) A E 9o!(@,,) ARPA EE t- E, a) ; 
Multiplicirt man diese Gleichungen nach der Reihe mit y(x); y, (2) -- y, (®,) 
oder mity Kena ts) «a. y (x), so erhält man mit Rücksicht auf (96) und (109) 
die beiden folgenden: 
Era Ai, T Epe A,» F nt ar En Di ti l 
E A + Es Ab Eanes -+ Boa = () 
aus denen, wenn: | 
Bee Ase | En ti 
PaKa Aag e. Ay, MO" oH Ezy Bay ..... El 
| Aus Ans rire eS dri | | Esi Do ihe É, n | 


gesetzt wird, folgt: 


(110.5) ne ee 





Aon Wem di no, 


Es bezeichne F eine Funktion der unter sich unabhängigen Functionen 
a) Set isk pase y,» und es sei zur Abkürzung: 


F@)=X, , Fu) =, 


a 
so wird: offenbar: 


X, = Yiy,@) + Yiy,4@) +... EY a) 
X, Ti Yayi (£3) aiz Ts yo (2,) + -o > ey (x) 
X= 9G) + Vey, EE R +Y,y,@,) 
sein. Multiplicirt man diese Gleichungen nach der Reihe mit y,’(@,); y,'(,) -.... y, (2) 


und addirt die Resultate, so kommt: 


(111.) EN es Gh) os X y,@) = D, 
wo wegen der Gleichung (109): 
LER eee i A ig WARE ar es + pare 
ist, oder auch nach der zweiten der Gleichungen (110): 
; TALUT dH dH 
(112.) HL, = "GE, + Pam R He +Y, aE, 


IR; | Apron 


Wenn man in der Gleichung (111) r = 1, 2 ..... n setzt, so erhalt man n 
Gleichungen, aus denen: | | 


p< 
I 


1 L, «',(y,) + L, 2 (Y>) 4... + L, an (Yp) 
(113.) DEOR O a E RORE E PLEACA 


scosso eer esGoertrer seer Ooo rere eere ter eres re Bar Zee Bar Zu Ze tes Ze Zr ur ur Br ur 


>, Kr L, a’ „Y)+ Le, er BD + Dr (Ya) 


n n 


Differentiirt man die N (113) nach der Reihe nach z,, x, .... 


und addirt die Resultate, so erhält man: 








FERN AT aBR dL, Se ) dx (ya) T, (Yp) 
r ASEN = —— ar en a has Pea i 9 4 3 seees D Tura 
de, dy, dy, A dy, 4b, loo de, p L,2, dr, 


oder nach (100): 
Exe exe daR, dL,Q dL,o dL Q 
Ar a) 








ST Fa te rn ae By eT ee eee rey eres) 


114. 
qis) dy, idi dys g y dy, 


eine Gleichung, welche, wenn man sich erinnert, dass PQ = A ist, auch die Form: 
dX dL, dL 


R> - = PI— +- oe 
"de, dys dy, 





see ee 





Lat 


annehmen kann; und da aus den ite (113) ayy Multiplication mit 


Ce TURAN a und Addition folgt: 
T 








dr, 3 dr, ž 
a dP dP dP dP dP dP 
ae. 2, an: + Xnr HET 27, ep site love A 
so kommt durch Substitution: 
dL, ER ale SU dX P 
ee pe U es = — — p ..... = 
dy a P =) T de, ie ue dr 


Mittelst der Gleichung (114) erhalt man eine allgemeine Transformation der 
partiellen Differentialgleichung zweiter Ordnung mit n+ 1 Variabelen: 
ENG ae d’F 
+ —Ht.... = 
dr? dr 





eine Transformation, welche in dem Falle von n = 3 der von Jacobi *) vermittelst 
der Variationsrechnung gefundenen entspricht, und welche daher als besondere Falle 
*) Mathematische Werke, Band I, 
Ti 


PO ye 


die von Laplace, Lamé und Cauchy”) herrührenden umfasst, Wenn wir Eps = O 


annehmen, so ist: 








i dH 
Q = (E Ero Ban)» HL, = Y, u 
a 
und daher: 
TAL VE Er B,_ur Bann Lan) dF 
r2 = VE dy 
RE 
Es seien: 
©, = y, COS Ya; Ty = Y, Sin Yy COS 9, ©, = y, SIN y, SIN Y, COS y,..... 
Ta = y SM Yo SIN Yg ----- SIn Yp COS Ypo 2, = y, SM Yo Sm y, ..... sin y, 
so wird sich leicht Æ., = 0 ergeben, und: 
= y2 = y? Sn. u E n2 
Er = 1, 28 = y?, E, = yi sim’ y, , EN = y= sin? y, SIN? y, ..... 
Ey = gsm? iy, Bin? gan. sin? y | 
und daher: 
N UKAN dF 
LO = 9, sin sy, sin”™ y ... sin y, — 
dy, 
—3 $ Nm: N—3 dF 
130: = yi Sm AS RR. SIn Yy = 
dy, 
oh Are + 2—3 dF 
1.0, = ıy, sm nen Me ace sino ee 
dy, 
n—3 «_ n-5 —r—1 =r dF 
LO = y; SN y, sin Yo seere sın Yara SA N sin y 4 Fi 
Jr 
In dem Falle n = 3 erhält man: > 
gy dein y Se 
d'F PF wr ee Jı dn I2 ay, LUCE 0 
Aig. Aina aris ee Yz - wires = 
das Masudag i dy; dy, sin y, dy? 


was die bekannte Transformation von Laplace ist. 
Aus der zweiten der Gleichungen (109) fliesst mittelst Differentiation die 


folgende: 





*) Journal de l'École Polytechnique, Cahier, 23, — Exercices d'Analyse et de Physique Ma- 
thématique. Tome deuxiéme. 





K dr '(y) dr, (y) dx (y) dE. dE dE 
I ay er ba pri EN na 2”) 
nn LY 2% dY, Pad T as dy, 


und aus dieser ergeben sich, wenn man: 




















M en . KE dE ps en) 
; $ dy m dy r dy S 
setzt: 
drQ AA, ; } aye 
we = My a) + My, (@,) + ..... + M y,(«,) 
dx, (y ) j 2 E ; 
(116.) dy. a MY (25) = My, (x) Emm er -~ M Yn (£5) 
’ dx (y,) / , / 
ET M Yi E) A May, (@,) + -..-- tM ya.) 
Betrachten wir nun die Determinante: uf 
x, Xi MiG on: X, | 
X, Xs, Des Rene Xan | 
VEE cb alc LEERE Y ad | 
X, Ar DS er xy | 
LAN Bye a... Nur 


X 
m der X,=X, >= TAN ist, und bemerken, dass sie aus dem Produkt der beiden 
$ ? AR 


folgenden entstehen kann: 





MG By Gy bie. a,» | LEE I IE ICH N y,(@,) O | 
Y Qoy Agg eee a, , | VENEN. y,(z,) 0 | 
Y, a4 a9 A Ann | Yn (24) Yn (23) ea ate Yn (Tp) 0 | 
0 7X, eae X, | 0 Kae a th I Ta 





€ 





wo in der ersten oe gesetzt ist. Multiplicirt man die erste dieser Determi- 


dy, 


s 


nanten mit der Determinante: 
11* 


ab Ra 


| Oz Ky) 2, (y,) Has s (Y) 
0 2, (y,) OR xv (y,) 


ey 











ales Lhe ees 0 
und setzt: 
(117.) a, ©, (Y) + a, „Ta (Y) +... + By Ln (Y,) = k., 
so erhält man: 
ILI ee RAS hin Yi 
2,1 “92 hy, Y, | 
Sea, |e a El h 
Ran Rd, 
Velen Yeo) 


und da zufolge der ausgeführten Operationen offenbar S = V@? ist, so wird: 


S 


sein. ; 
Wir bemerken, dass durch Differentiation der Gleichung: 


r m: Xy) pE X,0,'(y,) ya + X oq (Y,) 


nach y,, wegen der Gleichungen (111), (116) und (117) folgt: 
(ee dE rm =) 


dy, X dy dyn 











Yo = Yn = hp +32 L 


S, mm 


woraus: 











oe Ye E E ne 
u WI are a) ice Ar dy, TI a) 


folgt. Mithin ist der Ausdruck V durch Y,, Y,..... E.. und ihre Differentialquo- 


r,s 
tienten ausgedriickt. 
Wenn wir in dem Ausdruck: 


1 dÉ n dE r,m ae) 


Sap TE ai SUR)" 
2 
or dy, dy, dy p 





für L, seinen Werth (112) substituiren, so kommt: 
1 dhe dE dg Bok aren 
— 3, 2) fae =)> 
Hi Pet m 2 dy, dy, dy dE 7 
und da nach (109) und (115) die Determinante : 


N ge 


rym 


B ( 8,274 A RT 
g dy r dy $ dy m dË mi 


aus dem Produkt der beiden: 


dE ot dB Ns) dH 





! 
de (y) , 





Tity) 2 (y,) Wits. ayy...) ri le A ER x, (y,) 
, r 
: dx (y 
Q Sa (y) T (Y) TR sily a) a T AT T (Yn) 
dx Ky ) 
z(y 1) T (Ys) N z(y iv ah CE, Sa x,y a 
r 





entsteht, so kommt, wenn man diese letzte Determinante mit UN: „ bezeichnet: 





1 : 
ER Nh VAO) 
h,; ae ys Q i Y, N 
Wenn wir ,=Y,=..... = Y,_,=0 Y, = 1 annehmen, so erhalten wir: 
| 
AEA Pon binary hin-i | >, 
h N RER LM) 
S = 2,1 2,2 hy 1 | y) h,, 0 IV 
hs a I La a hee 
p (n) — 
und setzt man "N, r =k, = k,g so ist 
RD dt, ae gare 
108 he at Kees 
xs ( Ove 
| Ka Kia Zu ints ek 


eine Gleichung, aus welcher man für n =3 den bekannten Ausdruck von Gauss 


für die Krümmung einer Oberfläche erhalt,*) 
Aus der Gleichung (102) folgen zwei Formeln, welche in der Theorie der 


Functionaldeterminanten von grossem Nutzen sind. Wenn man aus s, beliebig unter 
den Gleichungen: 
(118. ) etz, ....: OS URN EEE. a ea as bs PC Dea EIER 


gewählten Gleichungen, die Werthe von &, ,,2,,, ----- z, bestimmt und diese Werthe 


in die anderen n—s substituirt, so ergeben sich: 


*) Nouveaux Mémoires de la Société Royale des Sciences de Gottingue. T. VI. 









































P UT Y > oe sh, Yo? EL Yrs? ‘y+s+1. tt T,) va 0 
Pr Ss (ey, NE un Grd? Mca Yrs? Tresit T,) a0 
Prat le Sea Sis io aa x,) = 0 
(119.) 25, Se T 
Paz Mrs a Gras (X, X, NEN Ty) =0 
Prasat RI Yrsa 7 Is (r rt TTY r+1 aaa Yrs A pps 2p) FA 
Phn TEERAA UP (x, Shs a a T, Yri Ves? peers | pr aes Tp) a 0. 
Aus der Form der Functionen ¢,, P ..... ist offenbar: 
5 dei dP dp, i we: dp, qf 
dy, dy aN dy n dy 1 dy 2 dy N 
de, ° . 
und da — = 1 ist, so wird: 
du, 
dv, do dq 
y (= Ge a 4, 
dy, aY dy, 
sein. 
Da nun ausserdem: 
AAI N 2 P Ni HE iy 
aL, d r+1 AL, dr, de, 
Bil 1 OP a sey lal EE ee. a On 
dv... 9 do av...» de, 9 de, 9 
dy Eh dq, ae a8 Ip, 23 11 Pen | oN, dp, NO 
de, ;; de,,, de,;, dv... de, 
sind, so erhalt man: 
a 2.2 2 Par east E 
dr eo... dr. Et <...’ de. 
ie Fret EY ras 
SES 020A a) FARE os CHR Hi A Benz 
dp, dy dp, do, F Sn A Der 
REN en. Dee — ip 
f de dfa dp, idx, da RER AIE freo Praz 
2(+ du da meg) ey ) oe Y 7 d d ag, 4 dos 
FR Ta ag Y+s+l ER r+s+1 p r+s+1 Pressi 
ETA i Bi, de dx 
1 7 r 1 
| T+S+ n dF pas dp,,, 
te a RER Se. ST OAA cp P 
; +1 2 
af, dy n dp dy n a4 oa 
| de, die, de, zur de, 


s1... 


..... 





reese eee ew ee EEE Er ao T 


Da nun ferner nach der Gleichung (119): 


dp, 


, 
Zr) 
de, r 8 


ist, so wird man, wenn man sich der Gleichung (102) erinnert, die folgende Glei- 


chung haben: 


VJ , 4 N N (Ayes yw LA sf 2 
i sil 3(=b (y i (7,)) Sg (y, (x,)) (y ee) Pica ety (Yn (@,))) (= 4 at (2,1) ER 4 oe) 
wo in der ersten Determinante auf der rechten Seite y,’(2,), ya (£) -..-- in Klammern 
gesetzt sind, weil y,, y, ...-- Yon Yad, u als Bunctionen son 2 a P ..... ame 


N iz š 
Di RER RER LA teat x, angesehen werden. Ganz analog wird man: 


(1 20.) E == (Ey Be Ger, YY eas (x N “5 (Y'-45(@,4))) >(Æ&y Ker.) ; VAEA J any (CONA 1): w p (E, )) 


erhalten. 
: Wenn wir in dieser letzten s = 1 setzen, so ist: 
Mey We 
(121.) Br (Year?) x Cire 
Wir wollen nun annehmen, dass aus der ersten von den Gleichungen (118) 
der Werth von z, als Function von yı, rz, 23 ..... x, bestimmt und in die anderen 


substituirt sei; aus der zweiten der Werth von x, als Function von y,, ya, ay Ta --... Ins 
und in die folgenden eingesetzt, und sofort, Die Gleichungen werden dann 


die Form: 


Pı fio Yı aaa y,(a, 5 Xa Sean! Ta = O 
Pf. 7 Y — YY, ni DE s) = 0 
(122.) Paz Ya YoY, 9 Yg rreo T (g) 
3 re) v4 9 Ya creee Ulan ai x) = () 


annehmen, und da sich aus ihnen offenbar: 


Ip, 
-1, = (ye) 


te REN 
dy, 


(123.) is (+ A 


L a E AN 


pa -»e 0. meen on en | mu tee 
$ dz, dx dx 
1 2 n 


dz, dz, dx 


ergiebt, so wird auch nach (102): 
(124.) P = (y (2,)) (ya (23)) ea (4, En) 


sein, wo auch in dieser letzten Gleichung die Klammern die Zusammensetzung von 


en... y, andeuten. 


BE a fe al 
Anwendung. 
Es bezeichne 4, die Determinante: 
= (= y, (2,) y 9 (23) ua Y,,(@,,) ee.) 


Wenn man in die Function y,,, anstatt der Variabelen sj, z, ..... = 


Variabelen tuns 7 2. y,, einführt, so ist nach der Formel (121): 
A, a (yee ans) 2 (= y, (4) Yo (23) er y m (Lm) 


und daher wird: | 3 


DEE Ass A, Shera Aa T | =(E y, (c) CA HESI Ym End) Zi CERES apy 7, Cyn (2) 
sein, und mit Rücksicht auf, (120): 
=(+ A, As» Meshes ZEEE Fr P 7 | (4 y; (æ) Yo (23) nays Ym (@,,)) ta à 


Nehmen wir an, dass: 














Yr T aa Ea 9 Ly Faia +4,,2, 
so ist: 
aia 4,9 ER 1,m 1,m+s 
Qi lag cr. 2m 2,m+s 
De a VE A ORY iia Oe Ah 
os OO eer ee 
Ont m,2 ates Amm Gin mes 
Aner, Oner, arai A mnerm Antr m+s 
und daher: 
n—=m—1! a | 
By Big onl’ G, m | aia lhi in | 
a a a A O ne a. 
x = Rh ev ge iad 2m OD 2,n 
Zr e= A 4,5 En A : | 
eo Sie Na vy lach Bee re | OAN E <a 
n1 an2 eet ae (nm | aai a, 9 Shi oon 


Die in dieser Formel ausgedrückte Eigenschaft ist von Herrn Sylvester *) 
gefunden. Wenn man in der obigen Gleichung m = n— 2 setzt, so erhält man 
eine Gleichung, die ein besonderer Fall der Gleichung (14) des $. 3 ist. | 

Es ist klar, dass, wenn die Functionen yı, Y2 .... 4» nicht unabhängig 
von einander, sondern durch die Gleichung: 


Ply, 5 Yo AEDS 6 Yp) = 0 





*) Philosophical Magazine. 1851. 


pig O age 


verbunden sind, die Determinante P gleich Null ist. Dies folgt aus der Bemerkung, 
dass n Gleichungen analog mit: 


dep 
y 1 Fr) yt Ei dy, E 
stattfinden, weshalb P gleich Null sein muss. 

Vermittelst der Gleichung (121) können wir auch den umgekehrten Satz 
beweisen; nämlich: wenn die Determinante P gleich Null ist, so sind die Functionen 
TRETIA y, nicht von einander unabhängig. Wir wollen annehmen, dass dieser 


Satz für die Determinante der (n—1)*" Ordnung æ,r gelte, und wollen beweisen, dass 
er dann auch für die Determinante P gilt; 'dass also dieser Satz allgemein richtig 
ist, wenn er richtig ist für n =2. Wir bemerken, dass, wenn P = 0 ist, nach der 
Gleichung (121) entweder (y‚(z,)) oder «,, gleich Null sein muss. In dem zweiten 


Falle würden nach unserer Annahme y,, Yax----- Yra Ura en y, nicht von ein- 
ander unabhängig sein; dies kann aber wegen der Art, in welcher die Gleichung (121) 
gefunden wurde, nicht sein; mithin muss (y,(@,)) = 0 sein, das heisst, y, muss sich 
vermittelst der Funktionen yi, Yace- Yas Yop > y, ausdrücken lassen und die 


Functionen y y, Sind nicht unabhängig von eiriander. 


19 Ya Solea 
Nun ist aber die Determinante der zweiten Ordnung: 


y, (@,) Yo (23) mck y, (23) Yo (a4) 
nach der Gleichung (121) gleich mit: 
(y, (a) Yo (T3) 


und da die Function y, im Allgemeinen die Variabele s, enthalten wird, so wird, 
wenn die Determinante gleich Null ist (y,'(z,)) verschwinden müssen, und daher 
werden die Functionen y,, y2 nicht von einander unabhängig sein. 

Die Formel (102) giebt den Werth der Determinante P, wenn unter den 
nVariabelen « und den nFunctionen y nGleichungen g =0 bestehen. Wir wollen 
nun annehmen, dass die Anzahl der Functionen y und der Gleichungen ¢ = 0 grösser 
sei, als die Anzahl der Variabelen z und den Werth der Dante P bestimmen. 
Es seien: 


~,=9, 9, =0 ar p =Q 


n + r Gleichùngen, welche zwischen den n Variabelen « und den Functionen y,, y, ..... 
y,,, dieser Variabelen stattfinden. Bestimmt man aus ¢,,,= Or TEADA TART N 


die Werthe von y y,,, und substituirt diese Werthe in die ersten nGlei- 


re) Insane: 
chungen, so ergeben sich: 
PCC p22 2 Yio: Yn) =0 ? Palta CE S a Vn) =0.. Fi, (LL, ri Yeo Yn) =0 


Diese n Gleichungen geben nach der Formel (102): 
12 


dp oaks Fr = ea dP, 
(125) PS EDE) io 23). ye y K (+ (—) a ee ay 
1 2 1 2 


in welcher die Differentialquotienten in Klamwern gesetzt sind, um die Zusammen- 








setzung von pjs Gar... ¢, anzudeuten. Wir bemerken nun, dass: 


+( D (>) a £) ->(= Be dp, idik =r) 
(—*) da, dr, de, 


= 


und dass: 


























y a: So hud ©: = ee OP ntl dep n+2 dp nr 
vi au BE rag: dy 49 ae di N+r 
ws (a Pe en ee 
de, de, dy n+l dy Nr 
da: 
( dp ye (> dp, ) le dep, dy, ) 0 
AY na dY nyt RT N dy, 2 ho gre 5i dY ner 2 
sind, 


Ausserdem ist offenbar: 


& He df Maer s(a A) dF 2) 
an dy, dys setov dy? Nr >) ..... 




















IN ad ee a eh eR 1, A eg ROT Ose 
Yn sy LY 49 Ai hir 
daher folgt aus (125): i 
P ME il dep; 2 dp Nr MR tt s dP, u dpa dep N+P 
ay ay 1 dy, 2 dy n+r : de, di, dr, dy n+1 dy Nr 
eine Gleichung, welche den Werth der Determinante P giebt. 
Wenn y,5 Y5----- y, zusammengesetzte Functionen der Variabelen z, 2, ..... T, 
sind, das heisst, Functionen von anderen Functionen p,, q,..... ¢, der Variabelen 
/ 
DT sind, so ist nach (102) offenbar: 
pes ( set ae a NS et | li. 
dp, dfg do, de, doo idea 
und wenn die Anzahl der Functionen g grösser ist, als die der Functionen y., Yang, 
x n 


zum Beispiel gleich m > n, so ist nach der Gleichung (61) des $. 4.: 





Pi 





dy, dy, 2) : (4 Piste dp, =.) 


ad: ja} A 


dy, dp,” dẹ, 








wo das erste Zeichen = die Summe so vieler mit dem hingeschriebenen Ausdruck 


nest Of St 


analoger Producte darstellt, als man erhält, wenn man anstatt der Indices r,, r,,.... r,t 
beliebige Zahlen aus der Reihe 1, 2, 3 ..... m setzt. 

Wir wollen annehmen, dass zwischen den Variabelen sj, x, ..... Ln die n 
Gleichungen: 
gegeben seien, in welchen a, @, ..... &n constant sind, und dass sich diese Glei- 


chungen durch eine Transformation auf die Form: 


DD AAO) 6 Claes Oy) == Rs ol fsa. nid» On) = ar nah, (Ly) ly» Otn) = Oy 


zurückführen lassen. 
Die Grössen «,, & ..... a, können dann als implicite Functionen angese- 
hen werden, und es wird dann nach der Formel (102): 


d df, : d dp, 
Bee) era. © 
sein. 


Daher wird die F near ainante P ihren Werth bei der angewandten 


Transformation dann nicht ändern, wenn: if 


ap; df. dp, 
>(= ae 1) One 1) aor de, Em 1) x 


ist, wie es in dem Falle sein würde, in welchem g, nicht œ, enthielte; q, nicht 





Be, is) 22 Und (fq nicht au (a... cy, enthielte. 


eo LW 6) De denen toy 


Aus der Gleichung (124) folgt die allgemeine Formel fiir die Transformation 
der vielfachen Integrale. Wir betrachten das vielfache Integral der nt Ordnung: 


N 
ye Udy dy keg: dy, 
und nehmen an, dass y,, y, ..... y, mit anderen n Variabelen oy Eyl. uae dureh 
die Gleichungen (122) verbunden seien. Indem wir nun die gewöhnliche Regel für 
die Transformation der Integrale erweitern (wie allgemein in der Aufsuchung der 
Formeln für die Transformation der zweifachen und dreifachen Integrale*) geschieht), 
so ergiebt sich: N 
ER ap, ah, de, 
if Udy, dys, „Nr: dy, =f Ü— 1 — 8. FEAT... di 


aL, dr, dx, 








*) Bordoni. Lezioni di Calcolo Sublime. Tomo I, 


122 


Er. Ss 


oder auch nach den Gleichungen (123, 124) 


was die verlangte Formel ist. Ganz analog ist: 


Ji Ude, des... dx, ayy U. Ody, dy, ... - dy,. 


Diese letzte Gleichung kann zufolge der zweiten der Gleichungen (109) auch 


geschrieben werden: 
n n 
VA Ude ide /.isi.)de, =f eV hs dy.’ digs. dy, 
und in der Voraussetzung, dass E,, = O sei, wird: 


Jf Var, do, ..... de, =f WE, Eyg ..... E,,) du by ... 


Wir wollen annehmen, dass die Gleichungen zwischen 


a2, y von der Form: j 











seien, in denen aj, @ ..... a, constant sind, Setzt man: 
F(z) = (z SPES Yı) (z Te Y3) agon (z "O y,) Sle) = (z = a,) (z — a) 


so ist bekanntlich: 














den Variabelen 











Rt. F(a,) Pa) 
m = — ur ebene r? = — ion 
f (a,) N (a,) i f (a,) 
und daher, wenn man nach y, differentiirt: 
F(a) 1 Pur = , F(a) A - Fa W 1 
Ta un. Sau ee 
aus denen: 
le Fa 1 a) Sala 
al Ya te 17 ae “ai en aa TAN ieg -ip | 
UT aa Tara a ae fo) eae 
und: | 
F(a a,) 1 / / Ka 9) 1 
T LY, Je, (y, ) a -iF (a, ) (a —y,) (a, =y.) Aas Da (y,)2,, (y) = E ia) (a D) (a, —y,)(a,—y,) 
folst. 


Wenn man sich nun der Gleichungen: 


rt 7 CaM oe 








Fly) wc ECG itp ca A eibhgl aaa Kap Li xe > 

> SQ) ook Gp a, Ween CG ety Ui tip ala oe)? 
_ Füa,) sl an F(a) 1 A ACA a id Ta 
is ray) (a, — y,) (a, —y,) "Fa, (a, — y,) (a, — Y, eye f(a) (a, — y) (@, — 9.) 


anne so folgt: 


und daher: 


dy, dy, «+++. dy. 





ETE IE Vera) Fig). F’(y,)) 
ale VIOD OD Im) 


Mit Hülfe dieser Formel ist es Herrn Catalan gelungen, einige Relationen, 
welche zwischen den elliptischen Transcendenten bestehen, auf die Abe?schen aus- 


/ ; Uder, de, 


zudehnen. *) 


§. 11. Hesse’s Determinafite. 





Es sei u eine ganze homogene Function der n Variabelen si, s, ..... oy 
Wir bezeichnen mit uj, tg... u, die ersten Differentialquotienten von u nach jeder 
dieser Variabelen, und mit u,, , u,, ..... die zweiten Differentialquotienten, so 
dass also: 
d’u 
Un 
Be Kun da. da 
ist. 
Die Determinante: 
NE u, 
TAAT OE E u, 
Y = DLE 2 2 2,7 
Unt Un9 METTY Uan 





wird „Hesses Function” oder „Hesses Determinante”? genannt, wegen des erfolgreichen 
Gebrauchs, welchen Herr Hesse in verschiedenen geometrischen Untersuchungen 
davon gemacht hat. Diese Determinante wird von einigen Mathematikern durch 
das Symbol Hu dargestellt. Es ist klar, dass, wenn, u vom m'® Grade ist, die 
Determinante » eine homogene Function vom Grade n(m — 2) ist. 





*) Mémoires couronnés par l'Académie de Bruxelles. 1841. 


saat) TD, Ce 


Wir wollen annehmen, dass die Variabelen z,, £, ..... x, mit n anderen 


Variabelen y,, y, ..... Y, durch n lineäre Gleichungen verbunden seien, welche analog 
sind mit: 
T, F dr Ya tr aay Yo + De 9A A Le Un 


und wollen, nach Substitution dieser Werthe in die Function u, setzen: 


SIR ais du 


ees = br AS RT Ser N 
dyn dy, ayn” 


22 nn 


fos Dea A 


so kommt: 
Kee Pe 


In der That, differentiirt man die Function u nach y,, so ist: 


du 
dy rs Er a9 ene TU, Gm 
i 





und differentiirt man diese letzte Gleichung nach y, und z,, so kommt: 








oe ee eee — 
fay r1 r,2 rn 
ay dy. dy. UT aa dy, 
RER N 
dy de Kia mee Tl ah Ato a, „2 BET T Uns Gn 
‘fh Ss i 


Aus diesen Gleichungen, und aus der bekannten Multiplicationsregel für die 
Determinanten ergeben sich leicht die Gleichungen: 











u : ü u vr = u (£ u uU N 
De — ee Fags =P.» ,; le N RS PIGS a) 
~~ dr dy, dezdy; FY ny dr dy, dr dy, dr dy, 
und durch Vergleichung beider mit einander erhält man K = P?.v. Wenn die 
Substitution orthogonal ist, das heisst, wenn die Coefficienten a,, die beiden Glei- 
chungen: 
oO 9 ç 
gi as as Mae ele ce Qn ae 1 
A, as a a9 as Here 4 On am =U 


erfüllen, so ist P = 1, und daher wird K = v. 

Nehmen wir an, die Substitution sei beliebig und die Function, in welche 
u in Folge der Substitution übergeht, enthalte irgend eine der Variabelen y,, y, ... y, 
nicht, so wird die Determinante v identisch Null sein, weil, wenn die fehlende Va- 


riabele y, ware, ‚offenbar: 


du Fit du du 


dy dy, ne dy.dy, m In dy dy, 





sein würde, und daher K identisch Null, und folglich auch v. 
Umgekehrt, wenn die Determinante » identisch Null ist, so lässt sich die 


f 


ess: SGI) eet 


Function w mittelst einer lineären Substitution auf eine homogene Function von 
n— 1 Variabelen y,,'y, „=: \ y,-, reduciren, In der That, wenn v = () ist, so ist 


nach Gleichung (14): 





3 do dv dv ) 
du,, du, du, | 


daher haben die reciproken Elemente der Determinante » einen gemeinsamen Factor 
M vom (n — 1)(m — 2)!" Grade, und bezeichnen wir mit «, œ, zwei Constanten, so 


wird: 

dv dv 
(126.) raat Par leeks ah eee en leon M 
z ryt U, s 
sein. 
Da nun u eine homogene Function des mt Grades ist, so ist bekanntlich: 
ner... + Uy, 0, = (m — 1)u, 
by Ly A Ugo Dirt aioe + u, = (m— Du, 
(122%) 

U, 171 a8 U, 2792 F... a tan P a r (m NAS, 1) U, 


woraus sich im Allgemeinen: 


v dv dv #0 -dy 
Go = uù, —- +ù 
7 ‘du, 2 du 











m—1 
ergiebt, und wenn » = 0 ist, folgt nach den Werthen (126): 
CW; AH Ug Bore + Gu) = 0, 
Wir setzen in der Function u: 


= ey s = 7 
Ti — 0 Sp de, 5 T3 = Žo -+ At, m a Ta == Za -- he, 
wo: 


eg 1rYı ur %,% tr Are a Vn 3 


ist, und A eine unbestimmte Grösse. Durch Entwicklung nach Potenzen von A er- 
giebt sich: 








eed Ae 1 ; Ae (m) 
un UE | PPTs E pa rea 
a 1 CLP ree m 
wo w das darstellen soll, was u wird, wenn in u anstatt z,, £, .... x, gesetzt wird 
3., Z.....%, und w den Werth von a,u, -H & u, + .....-+ eu, unter derselben Be- 
1? 2 n? BA pat Nn Nn 
dingung bezeichnet. Da hiernach: 
en: im dw’ „dw 
0 Sa & — ut. Ct 
En e Kasi A 
1 2 n 
| dw" dw) dw") 
wi”) cat | su cee Ct, en Ne A ES an 





mm fay i 


ist, so wird, sobald der Ausdruck & u, + œ, +- + œ u, identisch Null ist, auch 


w und daher auch w”, w”... w verschwinden, und die obige Entwicklung sich 
auf u = w reduciren; das heisst, die Function u kann für den Fall, dass v identisch 


Null ist, auf w, eine homogene Function der n — 1 Variabelen y,, Yo- y,_, zurück- 


n—1 
geführt werden, wie angekündigt war., Äh 

Dieser wichtige Satz rührt von Herrn Hesse”) her und wird von ihm zum 
Beweise der beiden folgenden angewandt: 

1. Wenn u = 0 die homogene Gleichung einer ebenen Curve m!“ Ordnung 
bezeichnet, so ist die Bedingung dafür, dass diese Curve sich auf m durch densel- 
ben Punkt gehende Gerade reducire, die, dass die Determinante v identisch Null ist. 

2. Wenn u= 0 die homogene Gleichung einer Fläche mt Ordnung bezeich- 
net, so ist die Bedingung, dass diese Fläche ein Kegel sei, die, dass v identisch 
Null ist. i 





Aus den Gleichungen (127) folgt, wenn man = = U. setzt: 


TS 
u ; 
r,s 


or, = (m—1)(U,,u, + U, tty An ona U, Un) 


diese Gleichung giebt, nach s, differentürt, während die Indices r,s unter sich ver- 


schieden angenommen werden: 

















ie Be aye. dU ; 
128. va = (m= 1) U Se RK 
( ) ee N dx, 1 7 U, ae. + de, Uat 
und nach z, differenturt: 
> i \dU,, dU, aU 
Ot — LA ar ; = nr 
ry = (m —2)v + (m ) rs u, + do. i eee + as u, 


Wenn daher u = u, S... = u, = 0 ist, so ist, während v = 0 ist, auch 
v, = 0 für jedes beliebige r; und aus der Gleichung (14) folgt: 


dU, dU. aus 
, U ` 38 


de, 5,8 dz 90 ana r,s de, 








. ~N e oe °. A d 
eine Gleichung, welche erfüllt wird, wenn man: 


EM EU 2 u E AN È 


r,r r,s 


setzt, wo N einen Factor bezeichnet, welcher allen reciproken Elementen der Deter- , 
minante v gemeinsam ist. Differentiirt man die Gleichung (128) von Neuem nach 
s, so kommt: 





*) Crelle, Journal für die Mathematik, Band 42. 1851, 























(dU EU. dU 
v s = (m—1) er ence E on gs ee ae 
ne sir ie coada dz, ? Ug don 
130. De 
( ) i P duz, du, s | 
oe (m — ) 1,5 — + 2,7 ad i i “ual 3 nr dt \ 
da in Folge der bekannten e 
Uy + U, ug; aa taint Un eu) 
die Identitat: 
dU, dU. dU d du du 
er AE 2r BR FIN as 1,s 7 2s n,8 
EB gan Ra (U EN; Be er ) 
besteht. 
Wenn nun uw, = u = ..... = u, = 0 ist, so ist nach (130): 
Urs du, , du, & 
vT, = —(m—1) Fin Ua, g “Faiths pr 
oder wenn man die Werthe (129) substituirt: 
\ EN du, , du,, du, , 
or = — (m — ) (2, dz”? dr, re... ne =) 


oder nach einer bekannten Eigenschaft der homogenen Functionen: 
ER Bir BR, 
v,, = —(m—1)(m—2)N.4,,. 
Hieraus folgt: wenn u, u, ..... u, Null sind, so verschwindet nicht nur die 


»Hesse’sche Function” welche zu der Function u gehört, sondern auch diejenige, 


welche zu der Hesse’schen Function selbst, nämlich zu v gehört. Für den Fall 


9 


n = 5 sind bekanntlich die Gleichungen u, = u, = u, = O durch die vielfachen 


1 
Punkte der, durch die Gleichung u = 0 dargestellten, Curve erfüllt; und da für 


diese Punkte v = 0 sein muss, so sind diese Punkte selbst die Durchschnittspunkte 


2 
a 


der Curven u = 0, v = 0, und ausserdem_geben die Durchschnittspunkte auch die 
vielfachen Puncte der Curve v = 0. 








Wir wollen nun annehmen, dass u = 0 eine ganze, rationale, algebraische 
Gleichung vom Grade m zwischen den n—1 Variabelen x, x, ..... z,_, sel und die 
Determinante: 

WI Set.) e 4:8 a he 
| 
Up) tly U (+++ Usa 
| 
ER NN De. 0 SIRS BE 
U Ana er uU, 1-1 
is 27 u Pr Ur, | 
betrachten. 
15 


Wenn man die Gleichung u 


vite 
VANADE E we. x, , setzt a 
N N 

so bestehen die Gleichungen (127) und 
(131.) ur, + U, T, + 
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0 homogen macht, indem man anstatt der 


an | 





und alle Terme mit æ” multiplicirt, 


n 


ebenso: 


ar FUT, = Mu. 


Mittelst derselben wird man die Determinante H in der folgenden Weise 
transformiren können. Es ist klar, dass: 





| (m — 1) Ug Ujo sree ea 
1 (Im thy) us hg a es Uy iy 
A= amen ee 
(m—l)u,, See ee Se Ee 
Nh beret (yee ae 


ist, und da der Werth der Determinante H ungeandert bleibt, wenn man zu den 
Elementen der ersten Colonne diejenigen der zweiten, multiplicirt mit —z,, addirt 


‘und ebenso diejenigen der dritten, multi 


Gleichungen (127) und (131): 











plieirt mit — x,, u. s. w., so ist zufolge der 


9) 











1,n 1 REN RAO 1,n—1 
1 PE ae PBST Ne 2a: 2n-1 
He Rn N aa IT OR elk Vga 
mM — 1. 
tn nl te aoe nt 
£ u —Mu U, Re I ie as 
oder auch: 
7 y U Up at a | 
11 ey ae Unal | | 
mu u u 9,1 Ber i Ug n | 
ira 2,1 OW help aBa 2n—1 sor ‘yen n 
Dia Blade safe et m 
u u ER mH-12 75° ° n-1,n 
nl p— 1.2 74 n—1,n—1 
Uy Us 7 n 








Uy Pek NER: Us 
N Us U fics Uae Us y 
Fe EI | PETE EEG EN EN TORE SORTE im (0 Steve (avec: mike a ae Me comer Bin 
Mr U 19 Un_1n 
(m- l)u, (m—1)u,..... (m — 1) u, 


wiederholt man daher in ihr die oben ausgeführte Operation, so kommt: 


6 U eat) 
2 
FT OL Ya By Oats an | yr! n 
Go S (m — 1) 
ott uUn-12 eae Yan 
Aus dieser Gleichung folgt, dass für diejenigen Werthe von «,, 2, ..... : 


welche die Gleichung u = O erfüllen, und die Determinante H gleich Null machen, 


auch v = O ist. 


Anwendung. 
Bezeichnet r den Kriimmungsradins einer ebenen Curve u = 0, so ist: 


i H 
An den Wendepunkten dieser Curve ist bekanntlich r = æ, und daher 
H = 0, oder nach dem obigen Satze: 
Uia Ua Us 
On Mead fu to ur 0 
Us, Us 9 Us 5 » 


Diese Gleichung stellt eine Curve vom 3(m — 2)" Grade dar, welche die 
gegebene Curve in ihren Wendepunkten schneidet; die Anzahl derselben ist also 
höchstens: 3m (m — 2). *) 

Bezeichnen 7,, r, die Hauptkrümmungsradien einer Fläche u = 0, so ist: 


2 2 
pe ee Cae + UH) 
pee nalts 15, 

R H 





Für diejenigen Punkte der Fläche, für welche einer der Krümmungsradien 
unendlich ist, ist A= O und daher: 


U, 1 Ura Uis 4 


Uo Uno Wo g Wo4 


41 Uso Uag Usa 


Diese Gleichung stellt eine Fläche vom 4(m — 2)" Grade dar, und die 
Durchschnittslinie dieser Fläche mit der Fläche u= Ô wird eine Wendecurve oder 


eine Curve parabolischer Punkte für diese Fläche sein.) 
Beispiel. Betrachten wir die Gleichung der Curven dritter Ordnung: 


u 








*) Crelle. Journal für die Mathematik. Band 28. — Salmon. On the higher plane curves. pag. 27. 


**) Gergonne. Annales de Mathématiques. Tome 21. — The Cambridge and Dublin Mathe- 


matical Journal 1848, 1849. 
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u) 


u = a2 + 4,73 + asr3 + hristir; = 0 
eine Form, auf welche man bekanntlich die allgemeine Gleichung stets zurückführen 


kann. Hier ist; 


hy Lyte NLL we 


Ihr; hrii azzy | 


eine Gleichung, welche man in die Form: 


k (ari + as} + A,23)—ka,r,75 = 0 
bringen kann, wo k = a, a, a3 + 2h’ ist. Wenn wir die Hesse’sche Function von 
der linken Seite dieser Gleichung gleich Null setzen, so kommt: 

Bh? k? (a, 2? + a,03 + aga’) + (k? — 108a, a, a, A’)zı 2, 73 = 0 


eine Gleichung, welche fiir: 


Ihr k? == vs + uh? k3 _— 108a, Az A3 h? = GÌRh — uk 


offenbar übergeht in: 
: 1 
(133.) iu — Ge = 0. 
Die Werthe von 4, u bestimmen sich leicht aus den beiden obigen Glei- 
chungen; nämlich: 


A = 4h? (h? — a, az a3)?', u = 8h? + 20a, a, az h — a? a} a}. 


Da der Gleichung (133) offenbar durch solche Werthe von z,, T2, v3 genügt 
wird, welche u = 0, v = 0 erfüllen, so folgt die interessante Eigenschaft, dass die 
Durchschnittspunkte der Curven u = 0, v = O auch für die zweite dieser Curven 
Wendepunkte sind.*) Diese Eigenschaft findet nur bei den Curven dritter Ord- 
nung statt. 

Wir wollen mit w eine ganze, rationale Function der n— 1 Variabelen 








B15 Zo sees Zp vom Grade r— 1 bezeichnen, und setzen: 
1 a staal. nr 
2 Blu Woigh sawn a 
eae en, Piel RE N E | 
Dt Oni On: | 
Ve Dane „u ad 
wenn man die Gleichung w = 0 homogen macht, indem man für 2,2, ..... z,_, die 
Verhältnisse: 





*) Örelle. Journal für die Mathematik, Band 28. 














1 2 n—1 
‘ 9 = reece ® 
n Sn n 
substituirt, so kommt: 
EPE S te 
| | 2 
IE | Wy 1 Wy Ce oa eds. Ww, n—1 | / n—1 “n 
me. + (— 1) >V 
EAEE S a 1 bah AE S a ie (r — 1) 
| a 1 wg FERN a ere | 





wo V die Hesse’sche Function der Function w ist. Wir nehmen an, dass die Va- 
riabelen, ©, , &, NT x, verbunden seien mit den Variabelen z,, 2, ..... z, durch die 


beiden Systeme von Gleichungen: 


| 


Ww, = Ti W, == Ta RA WESSE 


— 2 Sy RR 
uU, = Zi U Žo tees U 


= z 
n n 


so hat man offenbar n? Gleirhungen, welche aus den beiden folgenden abgeleitet 


werden konnen: 


Wy thy, Wy My, Hoses +, u, = 1 
Wy jy, TE Wg tly +e +0, Uy, =O ° 
indem man r und s =], 2...» n setzt. Nach diesen Gleichungen ist: 
(134.) Viv=1 
und für diejenigen Werthe von @,, @, ....3; %,, % ...-, welche die Gleichungen 


u = 0, w = O erfüllen, wird: 
BB, A Beh +... +22 = 0. 


Die Gleichung (134) zeigt, dass für v = » folgt V = 0. 


Anwendung. 


Für die Rückkehrpunkte einer ebenen Curve u = 0 ist r = 0, daher nach 
Gleichung (182) H = © und v = œ; oder auch: 


| Oi Pie Wis 
= | w Waa Wag | = 0 
TEEN 


Da die Variabelen x,, 23, &,; Zi 2, 2, mit einander durch die Gleichung: 
L Z + Tyla + Ty = 0 


verbunden sind, so können «,, 2,, =, Linear- oder Tangential-Coordinaten darstellen, 


und V = 0 wird eine Curve der 3(r— 2) Klasse bezeichnen, welche. die 
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Curve, deren Gleichung w=0 oder w=0 ist, in ihren Rückkehrpunkten schneidet. Daher 
hat eine Curve der rt” Klasse im Allgemeinen 3r(r—2) Riickkehrpunkte.*) Analog 
ist für solche Punkte einer Fläche, für welche einer der Krümmungsradien Null 
ist, V = 0, und da die Variabelen z,, &,, z,, x, die Gleichung erfüllen müssen: 


~ 3? 4 


Tir opo A ear R E 0 


so stellen diese Variabelen Linear- oder Ebenen-Coordinaten dar, und V = 0 wird 
eine Fläche der 4(r — 2)!" Klasse bezeichnen, deren Durchschnitt mit der Fläche 
u = 0 oder w = 0 eine Riickkehrkante für diese letzte Fläche ist. | 

Wir bemerken, dass sobald V identisch Null ist, die Funktion w nach dem, 
was oben bewiesen ist, mittelst einer lineären Substitution auf eine homogene Fun- 
ction zwischen n—1 Variabelen zurückgeführt werden kann, eine Eigenschaft, welche 
fürn = 3 und n = 4 die beiden folgenden Sätze liefert: 

1. Wenn die Hesse’sche Function der linken Seite der in Tangential-Coor- 
dinaten gegebenen Gleichung w = 0 einer ebenen Curve identisch Null ist, so stellt 
diese Gleichung eine Reihe von Punkten dar, die in einer geraden Linie liegen. 

2, Wenn die Hesse’sche Function der linken Seite der in Ebenen-Coordi- 
naten gegebenen Gleichung w = 0 einer Fläche identisch Null ist, so stellt diese 
Gleichung eine ebene Curve dar. 

Mittelst der Theorie der reciproken Polaren kann man diese beiden Theoreme 
aus den beiden oben (pag. 96) genannten Sätzen Hesse’s ableiten. 





*) Crelle, Journal für die Mathematik. Band 38, 
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